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序章：写在前面

0.1 序言

在艺术领域中，音乐与理工科一直密不可分。常人看来，也许这种认识难以理解，

可实际上，音乐的发展离不开科学技术的推动作用。就教材来说，目前作者已经知道国

内外各种琳琅满目，如《音乐与数学》[1–3]、《音乐与物理》[4–6]、《音乐声学》[7–10]、《计

算机音乐》[11]、《音频音乐技术》[12, 13]、《电子音乐技术》[14]、《数字音频技术》[15,

16]、《声音合成与采样技术》[17]、《音乐的数字信号处理》[18]、《Music: A Mathematical

Offering》[19]、《Musimathics》[20, 21]、《Fundamentals of Musical Acoustics》[22]、《The

Physics of Musical Instruments》[23]等阐述偏理工科特色的音乐书籍。这说明，音乐作

为一门跨学科研究领域，已逐渐形成完善的知识架构和学科体系。

本质而言，音乐是声音的一种表现形式，而声音的物理学基础是声学。声学是偏

理论且比较小众的一门学科（开设该专业的院校寥寥无几），相关基础知识一般分散

在各种力学教材中，如《流体力学》[24, 25]、《弹性力学》[26–28]，以及《连续介质力

学》[29]里。声学作为一门独立的学科，主要得益于瑞利（Rayleigh）和莫尔斯（Morse）

的两本巨著《The theory of sound》[30, 31]和《Vibration and sound》[32, 33]，国内较

权威的教材来自于马大猷的《现代声学理论基础》[34]和杜功焕等所著的《声学基础》

[35]。随着电磁领域的突破 [36–39]和后续进入繁荣发展的计算机时代，声音更以“信

号”作为普遍研究对象，延伸出了以信号处理为核心的专业学科。相关教材和专著包

括《信号与系统》[40–43]、《离散时间信号处理》[44]、《数字信号处理》[45–48]、《数

字音频信号处理》[49]等。然而，这些书籍主要以泛指的“声音”或“信号”作为阐

述对象，而非“音乐”；毕竟从概念上讲，音乐只是声音或信号的一个子集。另外，虽

然这些书籍较为专业，理论知识精深，但主要应用于特定的学科领域，无法得到广泛

的科普，所以很难为大众所熟知。

除了音乐理工科的一面，大众更熟悉其“艺术”的一面。音乐也被划分在艺术领

域，作为一门相当古老的学科，走过了漫长的岁月，积累了灿烂的艺术文明（可参考

《诺顿音乐断代史丛书》系列 [50–55]）。现如今，得益于流行音乐的发展，音乐作为所

谓“九大艺术”之一，相比于其他艺术领域，对于大众而言也显得更加“亲民”。几乎

人人都有自己喜爱的音乐，许多人的生活已离不开音乐。音乐已然称为现代人重要的

“精神食粮”。

当然若要深入研究“艺术”的音乐，如和声理论、配器法，以及现代音乐的编曲

混音等，看书其实并不是一个很好的策略，因为音乐是“时间的艺术”。在如今互联网

发达的时代，看视频教程和参与网络论坛其实是非常好的学习音乐方式。尽管在知识

付费已大为普遍的时代，仍旧有一些非常优秀的免费视频教程和网站，如《好和弦》
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系列 [56]、《爵士专业课》系列视频 [57]，以及论坛“音频应用”[58]等。此时，书籍

[59–73]只能当作“参考书”或“工具书”（本书这方面亦是如此），需要查阅相关资料

时进行补充学习即可。

作者上世纪 90年代出生，一直以来都是非常典型的理工科生。但从小主动学习

古典音乐和传统乐器演奏，同时也受到了音乐潮流文化的巨大影响，对音乐痴迷般的

热爱，长时间的沉浸早已不能说音乐只是自己的一个“兴趣爱好”。当然，尽管人人

热爱音乐，但对音乐的敏感程度其实大不不同，想研习音乐的初心也不一样。作者长

时间“额外”投入时间精力成本学习音乐，其实也不知为何，反正越学越觉得自己无

知，越无知就越想学，最后一步步落入了学习音乐的“深渊”。

自从事高校工作以来，作者一直也未考虑把音乐当作学术研究对象，毕竟所在团

队非常优秀，本职工作已颇具挑战，人的精力也是有限的。可就是机缘巧合之下，作

者于 2021年在学校开出了一门名叫《音乐与科技》的本科生通识课。开课之初，由于

可参考资料甚少，授课内容便由着自己过去所学率性而设。与此同时，作者也广泛阅

读了以上提及的书籍、视频资料和相关专业论文，不断夯实自身理论基础的同时，也

萌生了撰写教材讲义的念头。但写书不是件容易的事，前人讲透的道理，后人不该赘

述；而前人未曾涉猎的知识点，其实也已寥寥无几。

所以，作者想写一本不太一样的书，它有一点怪。它以“音乐”作为唯一的研究

对象，在作者知识范围内，一切有助于理解该对象的基本原理全都放进来，不管是偏

“艺术”的还是偏“理工”的，最后形成一种“既非科普、亦非专业”的独特知识框架

体系；另外，作者自己期待写成一种带有“温度”的行文——即能够从字里行间中看

出对音乐的热忱，而非古板的知识罗列。

作者研究生求学阶段时，曾因上课啥也听不懂而疯狂恶补力学知识，再加上周围

有“大神”辅助，终日沉迷于张量分析 [74, 75]等非常“抽象”的理论，学习之余时常

感叹“科学之艰深，人力之有穷”。虽然当时不知道学这些对未来有什么用，但现在

写书貌似可以派上用场。本书虽然绝不会在“张量”等理论体系下讨论问题，但也希

望力求绝大多数数学推导不在坐标系下展开而进行，可以尽可能体现出数学和力学的

魅力——一种普适而统一的美。

除此之外，作者也曾深受《费曼物理学讲义》[76, 77]和《朗道理论物理学教程》

[24, 26]两套巨著写作风格的感染，前者深入浅出，后者清晰简洁。尽管两者写作风格

迥异，但均彰显着浓郁的严谨学术风格。相较而言，艺术讲究发散式思维，现如今的

音乐发展更是天马行空、肆意妄为。可作者总抱着一丝幻想，能在一本书中，将“严

谨”与“浪漫”两种截然不同的气质杂糅到一起，形成一种颇具趣味性的阅读体验。

当然实际如何，作者的视角已无任何参考价值。在作者的通识课结束后，有的学

生继续着组乐队、写歌编曲的“纯音乐”道路，也有学生被音乐技术深深吸引，开始

“捏音色”、玩效果器；当然也有少部分不排斥数学的，想要继续深入研究音乐声学或

人工智能音乐。由此可以看到，虽然大家共同热爱着音乐，但想深入研究音乐的方向

却大相径庭；这也再次证明了音乐原理的博大精深，和在大众眼中的“多面性”。总
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而言之，不论读者带着哪一面，或何种状态阅读本书，都希望可以在本书中找到一丝

乐趣。当然作者更大的希望还在于，本书可以起到学科推广的作用，可以为音乐领域

的重视与发展略尽绵薄之力。

最后，作者能力有限，无法保证本书中所有的音乐知识都阐述正确。但不论多么

艰难，本书的撰写，小到一张图表、一个公式推导，或是一段文字说明，甚至本书 LATEX

模板的修改，都不想假手于人，全由作者本人完成，力求做到所有内容都了然于胸。

这也有利用后续版本的更迭与改进。尽管作者平时工作事务繁忙，但空了就抽时间查

查资料做点记录，写一点，再写一点；慢慢积累下来，总有本书完稿的那一天。

注为保证后续音乐知识介绍的连贯性与完整性，本书不再列出任何参考文献，也不会

提及太多音乐发展的各种历史等。作者所参考的资料均已在上述列出。当然本书必然

还会有许多零碎知识获取自互联网，这里无法一一展开。谨向互联网知识传播的无私

贡献者们致以最大的谢意。

2023年 6月 10日，深夜

0.2 本书主要结构

音乐原理相关知识点繁杂而精深，想要梳理出一套脉络清晰的撰写思路来实属不

易。作者在参考了其他相关教材和实际教学经验的基础上，以“不发散”为基本准则，

以介绍“基础理论”和“基础应用”为主线，提出了如下图1的初步撰写思路：

图 1:音乐原理相关内容的串联关系

本书将从音乐的基础理论讲起，主要包含三部分：声学基础、音乐声学与和声理

论。这三部分是音乐理论知识的基石；随后，以计算机音乐为主讲述音乐的基础应用，
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其中包含两个大的核心章节：数字音频与声音合成。当然还有许多知识点比如音频效

果器、物理建模合成、人工智能音乐等等，由于较为复杂，若要详细展开则很难短暂

收场，所以只好先放置在音乐的未完待续章节中，留待以后继续扩充。

0.3 凡例

本书围绕“音乐”相关知识展开论述。尽管音乐的目的主要是为了“陶冶情

操”、“愉悦身心”（这也是大众喜爱音乐的原因），但为了真正理解音乐，必然

会牵扯到许多枯燥乏味的理论知识：

本书不可避免会涉及到部分数学知识，阅读这些部分需要具备微积分以上

的数学基础；

本书所涉及的物理知识主要在力学部分，这部分的阅读具有一定难度（其

实作者在本书中已相当“克制”，熟悉力学知识的读者会发现本书探讨的力

学问题都是建立在较为基础的模型之上）。作者尽可能先从简单情形（如一

维模型）开始介绍，复杂的模型（主要为了完善整个知识框架）可当作补

充理论进行跳读；

向量和矢量两种概念经常混淆，其实指代的都是英文中的 vector。本书中

两种说法都会使用，但约定：当“感觉”在描述数学量时用向量，描述物

理量时用矢量；

数学运算中，点乘 =点积 =内积 =数量积，叉乘 =叉积 =外积 =向量积。本

书更倾向于使用点积和叉积；

当描述一个向量的坐标分量时，一般可以用 (x, y, z)，或者用 [x, y, z]>的矩

阵（列向量）形式。本书会混合使用两种写法，具体使用哪种取决于当下

的行文是否需要用到矩阵运算（若需要则采用第二种）；

不熟悉力学知识的读者对于“张量”的概念将会非常陌生。本书并不想涉

及太多张量知识（复杂的内容基本都放在附录部分供参考），所以读者仅需

大概了解“张量是标量与矢量的一种推广”即可：

标量为零阶张量，是一个只有大小的量；

矢量为一阶张量，是一个有大小、有方向的量，在选定的坐标系下一

般将其分量展开为列向量形式；

二阶张量比较抽象（具体遇到时会结合其物理含义进行说明），在选定

的坐标系下可以将其分量展开为二维矩阵形式；

二阶以上张量极少遇到，首次出现时会结合其物理含义进行详细说明；

书中涉及到外文人名、专有名词、曲名之处，一律采用原始外文（第一次介绍时

会附加中文译名），主要原因在于更方便后续进一步的文献资料查阅；

本书关于数学符号的约定：

一般来说，小写字母指代标量，小写字母加粗指代矢量（一阶张量），大写
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字母加粗指代二阶张量。当然也会有一些例外，如描述力一般采用大写字

母 F，矢量则为 F；为区别于一些小写字母的运算符（例如散度运算 div A），

也会用大写字母加粗指代向量；

一维情形下，受力分析不需要考虑矢量，仅需要考虑正负号是否正确即可。

因此所有物理量符号均不需要加粗；

特别地，取值为零的物理量，不分标量、矢量或张量，所以全部采取不加

粗写法；

进行导数运算时，可能存在多种表示形式：

函数 f (x)对 x求导，可以表示为 d f
dx = f ′, d2 f

dx2 = f ′′, dn f
dxn = f (n)；

特别对时间 t 求导（以函数 x(t )为例），可以表示为 dx
dt = ẋ, d2x

dt 2 = ẍ；

当涉及到偏导数运算时，可以表示为
∂ f
∂x = fx , ∂

2 f
∂x2 = fxx；

由于下标常常具有其他含义，所以本书尽量避免使用下标表示偏导数运算。

除少数情形需要进行缩写，一般还是将偏导数运算写全进行表示；

积分公式中，按照一般数学分析书籍里的写法，只有在重积分表示形式下，

才将积分区域写在积分符号正下方，其余时候写在右下方；

关于无穷大∞符号，一般特指正无穷大（省略 +符号）；相对应地，采用
−∞指代负无穷大；
单竖线符号 |• |和双竖线符号 ‖•‖在表述上容易混淆，本书做统一约定：指
代实数绝对值和矩阵行列式时，采用单竖线；而指代向量的模或丈量范数

时，采用双竖线；

拉普拉斯（Laplace）算子 ∇2，一般也可使用符号4，但由于容易与乐理中
的“大七和弦”符号混淆（虽然正文部分并未使用），所以本书还是仅采用

前者记法。

矢量和张量的角标用拉丁字母 i , j ,k, · · · 表示；在公式同一项中上标下标
重复出现（哑指标）则表示遍历求和（省略求和符号），即满足爱因斯坦

（Einstein）求和约定（其实本书正文部分极少涉及曲线坐标系，所以上下

标并无实质区别）；

本书中绝大多数关于 R3空间的指代，均表示欧几里得（Euclidean）R3空

间；换言之，本书基本不涉及黎曼（Riemann）空间等非欧几何学的内容；

音乐作为艺术领域的重要分支，具有自己通用的“语言”，即五线谱。但以作者

经验，不懂五线谱的如看天书，略懂五线谱的反应不过来，懂五线谱的最好也得

上乐器演练才行。总之，在非乐谱类书籍中记录五线谱就是凸显一个麻烦。所

以，关于音乐语言的记录，本书做如下约定：

本书预设看书的读者不具备音乐相关的乐理知识，所以尽管“音乐的语言”

很重要，但全文不会出现五线谱（必要情形仅用音符作为示意）；

本书会大量采用阿拉伯数字（1 2 3 4 5 6 7）、大写英文字母（C D E F G A B），

以及罗马数字（I II III IV V VI VII）来指代音乐中的各类“元素”。这三者具
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体如何使用会在正文进行详细说明；

在音乐中有许多变音符号如升号
\
、降号

Z
和还原号

^
等。这些概念在正文

第一次出现时会进行介绍；实际使用这些符号时，本书按常规约定：用英

文字母和罗马数字描述时写在右边（如 F
\
大调、VII

Z
级和弦），而用阿拉伯

数字描述时写在左边（如
Z
4音）；

和弦有多种表示法。例如一般来说，对于 I级和弦，有：Imaj7 = IM7 = I4，
Im7 = Imin7 = I-7，Idim = I◦，Iaug = I+ = I(♯5)，I; = Imin7-5 = Im7(

Z
5)。以上

例子，本书均倾向于采用第一种表示法。

本书以通用的西方现代音乐体系展开乐理论述，而诸如中国古典律学等，由于

年代久远，知识脉络芜杂，文献资料亦众说纷纭，莫衷一是，许多理论来源并不

可考，甚至存在争议，所以只在必要时做简要介绍，不做具体展开；

本书绘制矢量图主要采用 PowerPoint，辅以Mathematica和 PlantUML编程，以

及 Inkscape格式调整。



第 1章 声学基础

内容提要

h 一维声波：流体形式与固体形式

h 弦的振动

h 流体中的声波

h 固体中的声波

h 波动方程的解与含义

人类最初聆听音乐的方式是通过演奏各种乐器来完成的，这仿佛再稀松平常不

过。可若细细探究就会发现整个过程其实并不简单。人之所以能够听到声音，主要依

靠振源振动→介质传递→人耳接收，这个完整的链路。如果淡化“人耳为什么可以
接收声音并转化为某种情感认知”这个需要脑科学知识来补充回答的问题，那么还需

要解释“振源振动带来了什么”以及“介质是如何传递声音”这两个核心问题；除此

之外，还需解释清楚“为何只有乐器发出的声音，人类才会认为是音乐（乐音）”。所

以可以看到，由一个基本概念，一点点简单的发散，已经把音乐逐渐变得复杂；当然，

如若可以合理解释以上问题，回报也是丰厚的——可以更加深入了解我们所热爱的音

乐本身。

1.1 基本假设

本节先介绍声学的一些基础和前提假设，以便后续可以顺利进行理论推导。

振源的振动需要能量，能量需要在媒介中“发挥作用”；振源振动后需要在介质

中传递，传递的介质也是一种媒介。这些媒介可以统称为连续介质。连续介质是一种

力学假设，但这里可以简单地看作就是一种“连续的物质”，一般主要分为两大类：流

体与固体。流体是可以流动的物质，在切向作用力下可以任意变形；而固体一般具有

固定的形状，不易发生形变，需要受较大力才可使其发生微小的形状变化。

固体中声音的传播主要在弹性体内，即没有到塑性变形阶段；而流体中声音的传

播主要在气体和液体内。

性质弹性体、气体与液体的基本性质如下：

弹性体：外力去除便恢复到初始状态，对周围环境不产生影响，变形过程可逆；

气体：可压缩性大，压缩过程与温度关系密切（详细介绍见附录C）；

液体：除去水击等特殊情况外，可看作不可压缩并与温度无关的流体。

不同于力学知识体系，考虑到声音传播的可能性，在声学领域中，许多关于流体

与固体的固有性质探讨，都是在简单情形下展开；如果再凝聚于音乐领域，则可以得

到进一步的简化——重点在于，把研究的注意力放在“音乐”本身，而非传递媒介的

复杂性上。
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假设本书构建音乐声学理论的几点基本假设：

气体和液体都是各向同性物质，没有性质特别的方向，即从任何方向使力都相

同等级的“费力”；从力学上讲，即为在密度相同的任意构型中本构方程相同；

声音传播的弹性体媒介也考虑为各向同性物质；

尽管会发生形变，但弹性体与液体可以考虑为密度不发生变化（或密度变化非

常微小）的物质，而气体为可压缩物质；

声音传播时，考虑为绝热过程，也称为定熵过程，意思是不会与外界产生热交

换。但这并不代表温度不会发生变化——气体因其可压缩性而与温度相关；

媒介自身具有重力，但考虑到音乐声学的讨论情形，一般可视作无重力状态。

除了传播媒介的固有性质以外，还需详细分析传播媒介的运动情况。这种运动很

特殊，是一种“波动”现象，所以声音也可称为“声波”。波是一种从“观感上”似

乎一直在“前进”（除极少数情况外，后续会讨论），但其实物质只在附近做往复运

动的物理现象。这说明物质其实“并不喜欢”被推动，所以它在受外力情况下“象征

性”动了动，就带着“强烈的倾向”回去了；当然受惯性影响，虽然想回家，但也只

能在自己“家”附近一直往复运动下去。其临近物质的运动也类似，只是会有先后顺

序，看上去有一些错位，所以才会带来波动现象。不然物质都沿着一个固定方向运动

下去，就无法产生“波动”。

波动现象很容易被肉眼所观察到，也很容易理解上述所说物质的“被动性”。但

为了详细了解波动的具体性质，还需要从理论上推导出声音传递的波动方程。

由于波动过程可视为一种动力学模型，所以不论传播媒介的固有性质如何，进行

理论分析一般均需要三个步骤：

1. 通过连续介质假设，给出扰动时微元体的受力与媒介固有性质之间的数学关系；

2. 通过质量守恒定律，建立扰动情形下的媒介固有性质与微元体位移在空间上的

变化状态之间的数学关系；

3. 通过牛顿（Newton）第二定律和达朗贝尔（d’Alembert）原理（详细介绍见附

录B），建立媒介在运动状态下的动力学平衡方程，给出受力与微元体位移在时

间上的变化状态（体现在加速度上）之间的数学关系。

按照如上三步顺序进行数学推导，可以清晰看到，最终将可构建出微元体位移在

媒介中与时间空间变化之间的数学关系，即可描述扰动情形下物质在媒介中传递的运

动状态。建立该方程后，对其寻找解析解，则可以通过最后解的形式来说明是否真的

产生了波动现象。

注考虑到弹性体和液体的媒介固有性质在声音传播时基本不会发生变化，所以此两类

媒介情形下的波动方程推导，上述第一步和第二步可以合并。

接下来，本章将从比较简单的一维情形进行各种媒介状态（固体和流体）下的波

动方程推导，然后过渡到 R3空间的一般情形，最后给出波动方程解的理论解释，并

辅以各种案例进行有针对性的分析，旨在对音乐范畴内的声学基础原理有一个全方位

且有深度的透彻理解。
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1.2 一维声波

接下来讨论的几类一维声波，真实世界中其实并不存在，主要是为了简化推导步

骤而设的一种理想情况，方便先对较简单的模型有一个基本的了解。

1.2.1 波动方程推导：弹性体形式

弹性体形式的一维波动方程推导也许是最为简单的一种。因为弹性体在微小变形

下可以用单一的弹性模量 E 来描述物质的固有性质。具体如下：

首先以弹簧振子的一维振动为例，其满足胡克（Hooke）定律，即

F = k ·∆x (1.1)

该式描述了一个一维模型下物体的受力 F 与弹簧振子位移∆x之间的线性关系，k

为弹性系数。在弹性体内部，这种规律依旧存在，但需要进行扩充才能适用：

弹性体的内力是分布力，需要用应力σ（单位面积下的内力）指代微元体的受力；

弹性体的形变也不是固定不变的，需要用应变 ε（单位长度的变化率）指代形变。

一维形态下，与弹簧振子类似，应力与应变也存在线性关系（后续章节1.5.3会介

绍更一般的情形），系数为弹性模量 E。该参数可以用来描述弹性体承受拉压的能力。

同时，一维情形下，面积的意义消失，所以应力 σ可以直接当作受力来使用；此

外，遵循“拉伸”导致“形变增加”的原则来定义应力应变的正负号。

考虑一小段一维形态下的微元体 ∆x作为初始构型下的“初始体积”，在受力不均

的情况下 t 时刻产生了构型变化：向前“挪动”了一小步（即位移 u），此时变为了

“当前体积”。建立一个横向的 x-坐标系，可将该描述转化为如下示意图1.1：

𝜎(𝑥 + Δ𝑥, 𝑡)𝜎(𝑥, 𝑡)

初始体积

当前体积

𝑥 𝑥 + Δ𝑥

𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑥 + 𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑥 + Δ𝑥 + 𝑢(𝑥 + Δ𝑥, 𝑡)

𝑢 𝑥 + Δ𝑥, 𝑡

图 1.1:弹性体形式的一维声波示意图

注上述图示过程虽然较为明晰，但还有一些细节需要作进一步解释：

1. 需要强调的是，初始构型到当前构型的变化必须当作是“瞬时”完成的。平衡状

态不产生任何变化（不计入初始形变），而受力不均（带来扰动）即会瞬间带来

微元体新的形变和各质点的位移。所以上图中描述的均可看作是 t 时刻发生的；

2. 物理量 u(x, t )描述的是平衡状态位于 x处的质点，在 t 时刻产生的位移。
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第一步（连续介质假设）与第二步（质量守恒定律）合并：

一维情形下，微元体的体积即为长度，所以此时新产生的应变可表示为（当前体

积-初始体积）/初始体积，计算该式并取极限 ∆x → 0，则有

ε= lim
∆x→0

[(x +∆x)+u(x +∆x, t )−x −u(x, t )]−∆x

∆x
= ∂u

∂x
(x, t ) (1.2)

随后，根据上述介绍的弹性体内Hooke定律的一维形式，可给出单个质点（∆x → 0，

所以作用对象由微元体变为质点）的受力（扰动力，用 σ̃指代）与位移 u在 t 时刻空

间上变化之间的关系：

σ̃= E ·ε= E · ∂u

∂x
(x, t ) (1.3)

第三步（Newton第二定律和 d’Alembert原理）：

t时刻下，在微元体 ∆x（初始体积，质量m为 ρ∆x，其中 ρ为密度）上沿任一方

向（这里选择右向）建立动力学平衡方程：合力 FN +惯性力 FI = 0，并考虑到此时扰

动方向（同时也是加速度 a的方向）向右，则有

σ(x +∆x, t )−σ(x, t )+FI = 0 (1.4)

进一步移项，并代入泰勒（Taylor）展开的一阶展开式（详细介绍见附录A.1）和

惯性力表达式 FI =−ma化简可知：

σ(x +∆x, t )−σ(x, t ) ≈ ∂σ

∂x
(x, t ) ·∆x = ma = ρ∆x · ∂

2u

∂t 2
(x, t ) (1.5)

由于应力分布本为平衡状态（处处相等），变化的部分只有额外扰动力 σ̃，所以有

∂σ

∂x
(x, t ) = ∂σ̃

∂x
(x, t ) (1.6)

将公式(1.3)代入(1.6)，然后再代入公式(1.5)可得：

∂2u

∂t 2
(x, t ) = c2 · ∂

2u

∂x2
(x, t ) (1.7)

其中，

c =
√

E

ρ
(1.8)

公式(1.7)即为弹性体的一维波动方程，参数 c为常数，其具体含义将在后续的章

节1.6.1中介绍。另外这里的量纲需要对应清楚：若应力 σ直接当作受力来使用，则弹

性模量 E 的单位为N，对应此时的密度 ρ应为线密度，单位为 Kg/m。�
笔记弹性体形式的一维波动方程还可以通过如下方式推导，更为直观：

FN =σ(x +∆x, t )−σ(x, t ) = E · ∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x,t

−E · ∂u

∂x

∣∣∣∣
x,t

= ma = ρ∆x · ∂
2u

∂t 2
(x, t ) (1.9)

将等式右端 ∆x移到左端，并取极限 ∆x → 0（此时刚好等式右端加速度 a的作用

位置也趋近于 x），则可以得到上述同样的波动方程表达式。

上式中将 σ(x, t )和 σ(x +∆x, t )看作了对应质点新产生的扰动力。

所以可以看到 σ̃和 σ(x +∆x, t )−σ(x, t )并不能直接划等号（容易搅混）。前者代表

质点（单位体积）所受的扰动合力，后者代表微元体 ∆x所受的扰动合力。
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1.2.2 波动方程推导：液体形式

接下来推导液体形式的一维波动方程。有了弹性体波动方程推导的基础，液体形

式的推导将会大大简化。

虽然液体的密度一般也视作定值，但由于无法承受切向力而与弹性体差别较大。

不过在一维情形下，根本不存在什么切向力，所以实际上与弹性体也并无区别。下

图1.2给出了液体形式下施加扰动后的运动状态示意图，与弹性体的主要区别在于：

1. 微元体位移 u相较弹性体更大一些（可理解为液体比弹性体更易推动）；

2. 液体中一般采用压力 p来指代微元体的受力。

𝑝(𝑥 + Δ𝑥, 𝑡)𝑝(𝑥, 𝑡)

初始体积

当前体积

𝑥 𝑥 + Δ𝑥

𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑥 + 𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑥 + Δ𝑥 + 𝑢(𝑥 + Δ𝑥, 𝑡)

𝑢 𝑥 + Δ𝑥, 𝑡

图 1.2:液体形式的一维声波示意图

第一步（连续介质假设）与第二步（质量守恒定律）合并：

液体由于为各向同性的物质，所以一般可直接采用体积弹性模量 K 来描述物质的

固有性质。体积弹性模量表征了压强扰动 p̃与单位体积变化率（体积扰动用 Ṽ 表示）

的线性关系，即

p̃ = K · Ṽ

∆V
(1.10)

根据上述示意图，液体前后的体积变化率与弹性体的应变完全一样，所以后续公

式也一样，只需把 σ̃换成 p̃，E换成 K，即可得到 ∆V (∆x) → 0的质点模型下扰动压强

与位移 u在 t 时刻空间上变化之间的关系：

p̃ = K · ∂u

∂x
(x, t ) (1.11)

第三步（Newton第二定律和 d’Alembert原理）：

运动学方程这里也完全一样，只需将 σ换成 p，σ̃换成 p̃即可，再代入公式(1.11)，

即可得到同样的波动方程：

∂2u

∂t 2
(x, t ) = c2 · ∂

2u

∂x2
(x, t ) (1.12)

其中，

c =
√

K

ρ
(1.13)

可以看到，液体形式下一维波动方程的参数 c也为常数，并具有跟固体形式相类

似的表达式，只是公式中弹性模量 E 换为了体积弹性模量 K。
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1.2.3 波动方程推导：气体形式

气体形式下的一维波动方程推导会略微不同，主要原因在于气体为可压缩流体，

所以在扰动情形下密度变化较大。下面示意图1.3描述了气体形式下施加扰动后的运

动状态，有以下几点大的变化：

1. 微元体位移 u大大增加（可理解为气体极易推动）；

2. 扰动产生后，微元体体积明显增大，密度相应减小。

初始体积 当前体积

𝑥 𝑥 + Δ𝑥

𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑥 + 𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑥 + Δ𝑥 + 𝑢(𝑥 + Δ𝑥, 𝑡)

𝑢 𝑥 + Δ𝑥, 𝑡

𝑝(𝑥, 𝑡) 𝑝(𝑥 + Δ𝑥, 𝑡)

图 1.3:气体形式的一维声波示意图

第一步（连续介质假设）：

气体作为流体的一种，受力一般也采用压强 p，媒介固有性质即密度 ρ。这里需

要明确压强 p与密度 ρ具备某种函数关系如 p = f (ρ)。若令初始压强为 p0，压强扰动

为 p̃，相对应的初始密度为 ρ0，密度变化为 ρ̃，则有

p0 + p̃ = f (ρ0 + ρ̃) = f (ρ0)+ dp

dρ
(ρ0) · ρ̃ = p0 + dp

dρ
(ρ0) · ρ̃ (1.14)

所以，

p̃ = dp

dρ
(ρ0) · ρ̃ (1.15)

注当 ρ0给定，
dp
dρ (ρ0)为一个确定的系数。即，压强扰动与密度变化之间的线性关系

取决于气体的初始密度。

第二步（质量守恒定律）：

当微元体开始受扰动而移动时，气体密度发生改变，但依旧满足质量守恒，即原

有质量 =现有质量：

ρ0∆x = (ρ0 + ρ̃) [x +∆x +u(x +∆x, t )−x −u(x, t )] (1.16)

化简上式可得：

−ρ̃∆x = (ρ0 + ρ̃) [u(x +∆x, t )−u(x, t )] (1.17)

对上式进行移项并取极限 ∆x → 0，同时考虑到 ρ̃较小，则有

ρ̃ =−(ρ0 + ρ̃)
∂u

∂x
(x, t ) ≈−ρ0

∂u

∂x
(x, t ) (1.18)

这个推导出来的公式颇具合理性：随着扰动开始，微元体位移增加，密度下降，刚

好与公式中的符号对应。
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第三步（Newton第二定律和 d’Alembert原理）：

与前面构建的运动学平衡方程类似，这里直接给出：

p(x +∆x, t )−p(x, t )+FI = 0 (1.19)

此时微元体初始质量m0为 ρ0∆x，进一步移项化简可得：

p(x +∆x, t )−p(x, t ) ≈ ∂p

∂x
(x, t ) ·∆x = m0a = ρ0∆x · ∂

2u

∂t 2
(x, t ) (1.20)

同样地，

∂p

∂x
(x, t ) = ∂p̃

∂x
(x, t ) (1.21)

将公式(1.15)代入上式(1.21)，并联立公式(1.18)可得：

∂p

∂x
(x, t ) = dp

dρ
(ρ0) ·

[
−ρ0

∂2u

∂x2
(x, t )

]
(1.22)

将上式(1.22)代回公式(1.20)，可最终得到与弹性体和液体同样的气体形式一维波

动方程：

∂2u

∂t 2
(x, t ) = c2 · ∂

2u

∂x2
(x, t ) (1.23)

其中，

c =
√
−dp

dρ
(ρ0) (1.24)

注这里的推导过程为保持与弹性体和液体情形的统一，将压强 p视作了微元体的“内

力”（如图1.2和1.3所示），即满足“压强增大，体积增大，密度减小”的符号约定，所

以
dp
dρ 才会为负值，可以开根号。但鉴于传统热力学及其它涉及到压强物理量的学科，

均将压强视作“外力”，所以这里为了方便还是回归“传统”：当压强为“外力”时，

作用力与反作用力相等，只是符号相反，公式(1.20)需要稍作调整，最终上式(1.24)可

以改写为

c =
√

dp

dρ
(ρ0) (1.25)

此时，该公式遵循“压强增大，体积减小，密度增大”的符号约定。

气体形式下，由于目前参数 c还是一种不太好理解的导数形式，在借助热力学相

关知识（详细介绍见附录C）后，可进一步对上式进行改写。

引理 1.1 (理想气体热力学方程：绝热（定熵）)

♥

引入比热容比 γ，绝热（定熵）环境下理想气体的热力过程满足如下方程：

p =常数 ·ργ (1.26)

证明 对单位质量的物质输入热量 q，其压力 p和体积 v（单位质量的体积，即 V /m）

均可能发生变化，用全微分的方式来描述（热量变化需用符号 δq，详见附录C），即

δq = ∂q

∂p
dp + ∂q

∂v
dv (1.27)

根据附录C介绍的比热容概念（定压比热容 cp 和定容比热容 cv），以及定压或定
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容情况下的理想气体状态方程(C.7)可知，剩余两个气体状态参数可转化为线性关系，

则可将上式中的偏微分项改写为
∂q

∂p
= δq

dT

∣∣∣∣
v
· ∂T

∂p
= cv · T

p
∂q

∂v
= δq

dT

∣∣∣∣
p
· ∂T

∂v
= cp · T

v

(1.28)

代回公式(1.27)可得：

δq = T

(
cv · dp

p
+ cp · dv

v

)
(1.29)

在不考虑热交换的情况下，即绝热状态，则有 δq = 0。令 γ= cp /cv，则有

dp

p
+γ

dv

v
= 0 (1.30)

其中，γ为比热容比。根据附录C中关于两种比热容的描述可知，液体和固体的

γ= 1，而气体的 γ> 1。

由于 ρv = ρV /m = 1，所以

d(ρv) = 0 ⇒ ρdv =−vdρ⇒ dv

v
=−dρ

ρ
(1.31)

代回公式(1.30)可得：
dp

p
= γ

dρ

ρ
(1.32)

对上式两端进行积分：

ln p = γ · lnρ+C ⇒ p = ργ ·常数⇒ p =常数 ·ργ (1.33)

其中，C 为积分常数。

一个热力系统中，熵1的变化与热量变化成正比，即

dS = δQ

T
(1.34)

所以，绝热环境也可称为定熵环境。

对公式(1.25)引入上述绝热（定熵）环境下理想气体的热力学方程(1.26)，则有
dp

dρ
=常数 ·γργ−1 = γp

ρ
(1.35)

于是，公式(1.25)可进一步简化为

c = γp0

ρ0
(1.36)

由于比热容比一般为定值，所以气体形式下一维波动方程中的参数 c也为常数。�
笔记值得注意的是，同为性质类似的流体，上述推导过程其实也适用于液体形式的一

维波动方程。尽管液体在扰动状况下密度变化不大（可视为不可压缩流体），但对应于

体积的变化，密度也会相应改变，即对于固定质量m的流体（气体或液体）来说，有

ρV = m ⇒ d(ρV ) = 0 ⇒ dV

V
=−dρ

ρ
(1.37)

1熵的定义可参阅一般热力学教材。熵是状态参数，需要通过热力学第二定律导出，这里不做具体展开。
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所以液体形式下的体积弹性模量公式(1.10)可以改写为

p̃ =−K · ∆ρ
ρ

=−K

ρ
ρ̃ (1.38)

与公式(1.15)进行印证可得：
dp

dρ
(ρ0) =− K

ρ0
(1.39)

由于此时的推导依旧将压强视作“内力”，所以需要代入公式(1.24)进行参数 c的

计算，最终可得：

c =
√

K

ρ0
(1.40)

上式中，液体形式下密度变化较小，所以下标可以去掉，即得到了与液体形式一

维波动方程同样的参数 c表达式。

1.3 弦的振动

不同于前述几种一维波动形式，弦的振动是真实存在的，并广泛应用于乐器发声

当中。弦的振动只是一种振源的振动，若想将声波传递出去，还需要介质如空气等进

行传递。

弦的振动专门单独列出来一节，因为它没法归类到任意一种媒介当中去。考虑到

弦的振动并不是在单一的维度上产生位移，所以并不符合一维模型（一维模型不允许

有第二个维度）；如果将弦的振动归类到三维弹性体中也明显不合适，因为弦在横截

面上的尺度远远小于长度的尺度，分析的时候也很难用一般情形下的三维弹性体来处

理。所以，对于弦的振动需要单独作为一种情形进行分析。庆幸的是，弦振动的波动

方程推导非常简单，而且较为直观。

1.3.1 问题描述

弦的振动有几点非常特殊，所以需要首先对其基本性质做一个归纳：

性质弦振动的基本性质：

一根弦在无张力情形下是无法保持其形态的，所以不能当作弹性体来处理（不

符合线性的应力应变关系），主要原因在于其自身具有一定重力；

在有张力情形下，弦的张紧状态又可视为无重力，且弦上处处拉伸力等于张力；

张紧的弦上只能施加小扰动，此时弦上各点沿垂直弦长方向产生扰动位移 u。实

际计算时，可以对位移 u及其导数的高阶小量进行忽略。

由于扰动时弦的形变小，且不符合Hooke定律，根据以上基本性质，任意扰动情

形下弦上处处所受拉伸力仍可视为等于张力（定值，用 T 表示）。

沿弦长方向和垂直弦长方向建立坐标系，当弦受扰动进行振动时，在弦上选取微

元体进行受力分析，以上描述可转化为如下示意图1.4：
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图 1.4:弦的振动发声示意图

1.3.2 波动方程推导

第一步（连续介质假设）与第二步（质量守恒定律）合并：

在微元体上，两端拉伸力的角度 θ不尽相同。受力分析时，在水平方向上，这种

不一致在整根弦上得到了平衡；但是在垂直方向，即微元体的位移方向上却无法得到

平衡，所以必然会带来力的扰动。设扰动力为 T̃，此时微元体有想“回家”的趋势（与

当前速度无关），即朝向 u的正向，所以可列出如下表达式：

T̃ = T · sinθ(x +∆x, t )−T · sinθ(x, t ) ≈ T · ∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x,t

−T · ∂u

∂x

∣∣∣∣
x,t

(1.41)

第三步（Newton第二定律和 d’Alembert原理）：

构建动力学平衡方程 T̃ +FI = 0，并将上式(1.41)代入可得：

T · ∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x,t

−T · ∂u

∂x

∣∣∣∣
x,t

= ma = ρ
√

(∆x)2 + (∆u)2 · ∂
2u

∂t 2
(x, t ) (1.42)

将等式右端 ∆x提出移到左端，并取极限 ∆x → 0（此时刚好等式右端加速度 a的

作用位置也趋近于 x），忽略位移 u相关的高阶小量，则有

T · ∂
2u

∂t 2
(x, t ) = ρ · ∂

2u

∂x2
(x, t ) (1.43)

最后依然可以得到同样的波动方程表达式：

∂2u

∂t 2
(x, t ) = c2 · ∂

2u

∂x2
(x, t ) (1.44)

其中，

c =
√

T

ρ
(1.45)

这里公式(1.45)的量纲也需要强调：若张力 T 采用力的单位 N，则密度 ρ为线密

度，单位为 Kg/m；或者张力 T 采用压强的单位N/m2，此时密度 ρ的单位为 Kg/m3。
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1.4 流体中的声波

经过前面各种媒介情形下波动方程问题的梳理与推导，已经对于声波的产生与方

程的形式建立了初步认知。但是最关键的问题：为什么方程是“波动”方程，以及方

程里的参数到底指代什么均没有回答。

本来，这理应是下一节的重点内容。然而，考虑到除了弦的振动外，其余介绍的

一维波动方程在真实世界中并不存在。想要严谨且完备地证明波动方程均具有统一的

形式，还需要在真实的空间如R3空间中对其进行推导与建立。

根据一维形式波动方程的推导可知，液体与气体具有类似的性质可以合并为同一

种媒介进行推导。本节接下来将沿用这一思路，以流体（液体与气体）为主要媒介（此

时主要是为了进行介质传递），进行矢量形式下，可适用于曲线坐标系的R3空间（也

可推广至Rn空间）中的波动方程推导。

首先，需要提前介绍流体力学里的两个基本方程：连续性方程和 Euler方程。

1.4.1 连续性方程

流体力学中，连续性方程即质量守恒定律的方程，其本质与一维情形下的质量守

恒定律方程并无区别，只是方程形式更为复杂与抽象。

考虑R3空间某个区域Ω（体积为 V，边界的光滑闭曲面用 ∂Ω表示）中，单位时

间内穿过边界表面 S的流体（流体质点的速度为 v），应当等于该区域内流体质量（微

元质量用 ρdV 表示）的减少，用积分形式可以写成：Ó
∂Ω

ρv ·dS =− ∂

∂t

Ñ
Ω

ρdV (1.46)

其中，向量 S的方向指代闭曲面 ∂Ω的外法向；如果流体流出该区域，则等式左

边的积分项为正，反之则为负。

将上式左端的曲面积分转化为体积分，即利用微积分中高斯（Gauss）公式的向

量形式（与坐标系选取无关）：Ó
∂Ω

ρv ·dS =
Ñ
Ω

(∇·ρv
)

dV (1.47)

则有 Ñ
Ω

(
∂ρ

∂t
+∇·ρv

)
dV = 0 (1.48)

其中，符号 ∇为哈密顿（Hamilton）算子，附录A.2详细介绍了相关的理论知识。

由于上式对任何区域都成立，所以被积函数应当为零，所以

∂ρ

∂t
+∇·ρv = 0 (1.49)

上式(1.49)即为流体力学中著名的连续性方程。�
笔记一维形式下，上述连续性方程(1.49)可退化为如下形式（依旧沿用一维情形下的
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物理量 u(x, t ),ρ0, ρ̃等）：

∂ρ

∂t
+∇·ρv = ∂ρ̃

∂t
+ ∂

∂x

(
ρ
∂u

∂t

)
= ∂ρ̃

∂t
+ρ0

∂

∂t

[
∂u

∂x
(x, t )

]
(1.50)

上述推导的第二步考虑到了密度 ρ在微元体中变化不大，所以将 ρ提到微分运算

外并近似等于 ρ0。

对上式在时间 t 上进行积分（此时第二项中的密度依旧考虑为忽略随时间变化的

部分），则可得到与公式(1.18)同样的表述。

进一步思考，一维情形下推导时，考虑的是一团微元在扰动后变为了“另一团微

元”，这两者质量相同；而本节推导连续性方程，考虑的是一个固定区域，流出的质量

等于区域内质量的减少。其实细想会发现这两者其实是一回事。在一维情况下用本节

介绍的连续性方程思路来推导质量守恒定律的方程，也会得到相同的表达式。

1.4.2 Euler方程

流体力学中，欧拉（Euler）方程即动力学平衡的方程，其本质也与一维情形下的

动力学平衡方程并无区别，只是方程形式更为复杂与抽象。

同样考虑 R3空间某个区域 Ω（体积为 V，边界的光滑闭曲面用 ∂Ω表示），扰动

过程中作用在该区域上流体的合力 F N 应为压强 p在区域表面 S上的积分，即

F N =
Ó
∂Ω

pdS (1.51)

注意此时向量 S仍指代闭曲面 ∂Ω的外法向，所以压强 p的定义为外法向为正，所

以这里仍然沿用一维情形推导时的约定，即将压强考虑为“内力”。

同样将上式由面积分转化为体积分（需利用Gauss公式向量形式的推论，可通过

引入常向量构造 Gauss公式向量形式进行延伸证明），则有

F N =
Ñ
Ω

(∇p
)

dV (1.52)

由此可见，对于该区域内的任意流体微元 dV 来说，扰动时都会产生一个大小为

∇p的合力（内力）。

根据 Newton第二定律，此时该流体微元所受的合力，应表现为该流体微元的密

度（即单位体积的质量）与该微元加速度的乘积（由于合力通过矢量形式直接给出，

所以不需要使用 d’Alembert原理）：

∇p = ρ ·a = ρ · D

Dt
v (1.53)

这里关于流体微元速度 v的导数引入了一个新的微分符号 D
Dt。原因在于，此时速

度 v 的导数并不能简单看作只随空间变化的量；或空间位置不变，只随时间发生变化

的量，所以需要同时考虑两部分分量：

1. 流体微元固定位置（即将观测点置于微元上）时，其本身速度分布发生的变化；

2. 流体微元位置发生变化，即运动时（此时时间也在改变，但与上一条本质完全

不同）速度发生的变化。
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注意上述两部分分量是同时发生的。简单来说就是，一团东西，位置变化的时候

有速度变化，眼睛跟着一起动（即位置相对无变化）时流体微元也在发生速度变化。

在流体力学中，这种特殊的导数被称为物质导数，或随体导数。

定义 1.1 (物质导数)

♣

物质导数 D
Dt 描述了运动流体上物理量（如压强、温度、密度以及速度等）的属

性变化，由如下当地导数和对流导数两部分组成：
D

Dt
= ∂

∂t
+ (v ·∇) (1.54)

证明 本证明先采用比较直观的笛卡尔（Cartesian）坐标系下的标准正交基
(
i , j ,k

)
进

行展开推导，完备的证明介绍见附录E.1。根据上面物质导数两部分分量的描述，可以

计算得到物质导数的表达式如下：
D

Dt
= ∂

∂t
+

(
∂x

∂t
· ∂

∂x
+ ∂y

∂t
· ∂

∂y
+ ∂z

∂t
· ∂

∂z

)
=

(
∂x

∂t
i + ∂y

∂t
j + ∂z

∂t
k
)
·
(
∂

∂x
i + ∂

∂y
j + ∂

∂z
k
) (1.55)

由于

v = ∂x

∂t
i + ∂y

∂t
j + ∂z

∂t
k (1.56)

∇= ∂

∂x
i + ∂

∂y
j + ∂

∂z
k (1.57)

所以可以得到上述矢量形式的物质导数表达式。

将物质导数的表达式(1.54)代入公式(1.53)，即可得到最后的动力学表达式：
∂v

∂t
+ (v ·∇)v = 1

ρ
∇p (1.58)

上式(1.58)即为流体力学中著名的 Euler方程。

如果流体处于重力场中，则单位体积的流体微元还受到重力 ρg 的作用，其中 g 为

重力加速度。由于重力为微元体自身的力，所以与内力的符号约定一致。公式(1.58)则

改写为
∂v

∂t
+ (v ·∇)v = 1

ρ
∇p +g (1.59)

事实上，在液体介质中，重力场非常重要。液体中的压强公式：p = ρg h，即描述

了重力场下液体压强随深度 h的变化关系。但是，除非是海洋领域中的水声学，将声

音用作通信与探测，一般声音传播特别是音乐声学也不会在深度上“大做文章”，所

以本书探讨流体中声音的传播，无论是液体还是气体，还是考虑为无重力状态。

注前面讨论的压强定义为“内力”还是“外力”，这里还是有必要再做强调。本节采

用的推导过程，将压强当作“内力”；然而若想要沿用普遍的“外力”压强的定义，则

只需要在公式(1.58)右端添加负号即可。�
笔记考虑到扰动较小，推导波动方程时一般会略去对流导数项 (v ·∇)v（推导半天没用

上实属可惜）。一维形式下，上述 Euler方程(1.58)可退化为如下形式（依旧沿用一维
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情形下的物理量 u(x, t ),ρ0等）：

∂v

∂t
= ∂2u

∂t 2
(x, t ) = 1

ρ0
· ∂p

∂x
(x, t ) (1.60)

上述推导同样考虑了密度 ρ变化不大，所以将当前时刻 t 的密度近似等于 ρ0。可

以看到，一维情形下的 Euler方程与前面小节中提及的动力学公式(1.20)也完全相同。

1.4.3 波动方程推导

有了连续性方程和 Euler方程的基础，本节开始推导流体中的波动方程。值得说

明的是，这里的推导仅针对“声波在流体介质中传递”的情形，并不包括流体中其他

形式的波动现象如表面波等。

第一步（连续介质假设）：

与公式(1.15)一样。

第二步（质量守恒定律）：

考虑扰动时发生的密度变化，即 ρ = ρ0 + ρ̃，将其代入连续性方程(1.49)，并忽略

其在空间上的变化，可得：

∂ρ̃

∂t
+ρ0∇·v = 0 (1.61)

联立上式(1.61)与公式(1.15)可得：
∂p̃

∂t
+ρ0

[
dp

dρ
(ρ0)

]
∇·v = 0 (1.62)

进行到这一步，仿照一维情形的分析，理应将速度 v 转化为各质点的位移 u，然

后再对时间 t 进行积分。但是在高维情形下，还需要做进一步的说明，这里先暂缓。

第三步（Newton第二定律和 d’Alembert原理）：

考虑扰动时发生的压强变化，即 p = p0 + p̃，将其代入 Euler方程(1.58)中可得：

∇p̃ = ρ0
∂v

∂t
(1.63)

上式中考虑到速度 v很小，所以略去了对流导数项 (v ·∇)v；同时将密度 ρ近似考

虑为 ρ0。

为了考察流体中声波速度 v 的性质，对上式(1.63)两边取旋度运算，则有

∇× (∇p̃) = ρ0
∂

∂t
(∇×v ) (1.64)

引理 1.2 (场论恒等式)

♥

对R3空间中的任意标量场 φ，有如下基本关系式：

∇× (∇φ)= 0 (1.65)

证明 本证明还是先采用 Cartesian坐标系下的标准正交基
(
i , j ,k

)
进行展开推导，完备

的证明介绍见附录E.4。由于

∇φ= ∂φ

∂x
i + ∂φ

∂y
j + ∂φ

∂z
k (1.66)
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则有

∇× (∇φ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂φ
∂x

∂φ
∂y

∂φ
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣= 0 (1.67)

该公式(1.65)也可以从几何的角度来阐述其物理意义，即：任意标量场的梯度场都

是无旋场。

考虑 R3空间中的某个曲面区域 Σ（面积为 S，边界的光滑闭曲线用 ∂Σ表示，周

长为 l），应用微积分中斯托克斯（Stokes）公式的向量形式（与坐标系选取无关），通

过公式(1.65)还可以得到：∮
∂Σ

(∇φ) ·dl =
Ï
Σ

[∇× (∇φ)] ·dS = 0 (1.68)

其中，向量 l 指代沿边界曲线的移动方向，即曲线上任意一点的切向量；而向量

S仍指代闭曲面 Σ的外法向。

公式(1.68)指出，梯度场 ∇φ内沿任意闭合曲线的环路积分为零，进一步得到在梯
度场 ∇φ内做功与路径无关的推论（可以通过构造闭合的往返路径来证明）。

当在一个向量场内做功与路径无关（只取决于起点和终点）时，该向量场被称

作保守场，所受力为保守力。重力/引力场和静电场都是物理学中典型的保守场（附

录H.1对静电场的保守性质做了详细推导，重力/引力场的原理也类似）。

定义 1.2 (势能与势函数)

♣

任意保守场内，从相对参考点M0移动到点M，保守力 F 所做的恒定功W，可

以表示为一种储存能量U 的减少，在物理学中被称为势能。若约定相对参考点

M0处势能为零，点M处势能为 −U，进一步将保守力 F 写为某个标量场 φ的梯

度，即 F =∇φ，则满足如下关系式：
∆U =−U =W =

∫
�M0M

F ·dl =φ (1.69)

该标量场 φ被称作势函数。

证明 本证明还是先采用比较直观的笛卡尔（Cartesian）坐标系下的标准正交基
(
i , j ,k

)
进行展开推导，完备的证明介绍见附录E.2。势能U 与恒定功W 的转换较为直观，描

述了保守力 F 做正功，势能减少，做负功，势能增加的物理现象（例如典型的重力/引

力势能和电势能）；而公式(1.69)中恒定功W 与势函数 φ的积分关系式即为微积分中

典型的第二型曲线积分，此时 dl 也可以写作矢径 r = (x, y, z)的微元 dr = (
dx,dy,dz

)
，

则有

F ·dl =∇φ ·dr =
(
∂φ

∂x
i + ∂φ

∂y
j + ∂φ

∂z
k
)
· (dx · i +dy · j +dz ·k

)
= ∂φ

∂x
dx + ∂φ

∂y
dy + ∂φ

∂z
dz = dφ

(1.70)

上式表明，保守力 F 所做的单位功量等于势函数 φ的全微分。两边同时积分，即
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可得到公式(1.69)。

以上关于向量场性质的说明可以归纳为如下定理：

定理 1.1 (保守场/有势场的性质)

♥

对R3空间中单联通区域a内的任意向量场，以下命题相互等价：

1. 场保守：场内做功与路径无关（也等同于任意环路积分为零）；

2. 场有势：可以表示为某个标量势的梯度；

3. 场无旋：场内处处旋度为零。

a可以形象理解为没有“洞”的区域。

上述定理对单联通区域的约束，主要是为了应用 Stokes公式，将闭合曲线积分转

换为面积分，最终缩至一点，将积分符号去掉，得到旋度关系式（与附录A.2中旋度定

义一致）。若是闭合区域内存在“洞”，定理中1.和2.仍然等价，但无法推导出3.。

回到公式(1.64)，由于探讨的对象是各向同性物质，给定流体中的一点，其压强从

四面八方看均是“定值”。所以尽管压强可以看作是某种形式的“力”，但一般可将压

强视作标量场（压强扰动 p̃同理）。

根据引理1.2，公式(1.64)的左端恒等于零，则有
∂

∂t
(∇×v ) = 0 (1.71)

由于上式对任意时刻都成立，所以 ∇×v =常数。再取 v = 0可得：

∇×v = 0 (1.72)

这是一个很有意思的结论，说明可以从理论上证实声音传播时质点的运动产生的

是无旋流。在流体力学中，无旋流也被称为势流（与定理1.1的描述一致）。

简单来说即是，声音传播时质点运动的流线不会产生任何旋转。

结合定理1.1，与任何旋度为零的向量场一样，势流中的速度 v可以进一步表示为

某个标量的梯度，在流体力学中用速度势 φ来表示，即

v =∇φ(r , t ) (1.73)

由于速度 v 可看作是时间 t 的函数，在引入梯度运算后可知速度势 φ应该是时间

t 与空间（矢径 r）的多元函数。

这里先不去深究速度势的具体含义（后面会详细说明），回到波动方程的推导上

来，则公式(1.63)可化简为

p̃ = ρ0
∂φ

∂t
(r , t ) (1.74)

将速度势的表达式(1.73)和上式(1.74)代入第二步（质量守恒定律）推导出的公

式(1.62)，最终可得流体中完整的波动方程如下：

∂2φ

∂t 2
(r , t ) = c2 ·∇2φ(r , t ) (1.75)

其中，∇2 =∇·∇定义为拉普拉斯（Laplace）算子。通过向量运算和微分运算法则
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易证 ∇· (∇φ) = (∇·∇)φ（有限维曲线坐标系下同样适用），所以可以用 ∇2来简化表示。

在 Cartesian坐标系下，Laplace算子的展开式为

∇2 = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
(1.76)

而公式(1.75)中参数 c依旧为如下表达式：

c =
√
−dp

dρ
(ρ0) (1.77)

液体与气体中，参数 c具有不同的进一步化简方式，但由于推导过程与一维形式

完全相同，所以这里不做赘述。

接下来考察一下速度势 φ在声音传播中的具体含义。

首先速度势 φ对空间的一阶导数（通过梯度运算）为速度 v，而对时间的一阶导

数与压强扰动 p̃和密度扰动 ρ̃均成正比（根据关系式(1.15)和(1.74)可知），所以很难界

定其究竟是一种什么明确的物理量，只能说这是一种比较抽象的概念，代表着某种由

时空参数影响的“能量”或“势能”，而这种能量的运动满足波动方程(1.75)。

另外，对于方程(1.75)还有一个重要特性，即如果该方程有一个任意特解

φ= f0(r , t ) (1.78)

则 f0对于其自变量中任一参数（假设用 ξ）的偏导数
∂ f0
∂ξ
也是该方程的特解，即

∂2 f0

∂t 2
= c2 ·∇2 f0 ⇒ ∂

∂ξ

(
∂2 f0

∂t 2

)
= c2 · ∂

∂ξ

(∇2 f0
)⇒ ∂2

∂t 2

(
∂ f0

∂ξ

)
= c2 ·∇2

(
∂ f0

∂ξ

)
(1.79)

同时，由于方程(1.75)为线性方程，所以易知速度 v（对方程两边取梯度）、压强

扰动 p̃（对方程两边对时间 t求一阶导）、密度扰动 ρ̃（对方程两边对时间 t求一阶导）

均满足上述波动方程。这也是在流体中采用速度势 φ进行推导的另一重要原因：可以

通过统一的方式，完成对所有满足波动方程物理量的普适描述。�
笔记一维形式下，仅考虑沿 x方向的运动，上述波动方程(1.75)可退化为如下形式：

∂2φ

∂t 2
(x, t ) = c2 · ∂

2φ

∂x2
(x, t ) (1.80)

此时速度势 φ可以进一步变化为一维情形下的质点速度，当然也可以对其在时间

t 上做一次积分（初始 t0 = 0），则可以得到与一维形式下同样的，关于位移 u(x, t )的

波动方程。

很明显，波动方程(1.75)当然也适用于矢量形式下的各质点位移 u(r , t )。不直接用

位移矢量 u(r , t )进行推导的主要原因在于，流体最大的特点在于其“流动性”，所以

用速度 v 来刻画更为直观。

1.5 固体中的声波

在R3空间中，相比于流体，固体的波动方程推导会更加复杂。具体来说，由于物

质的固有性质，流体中的任意一点，四面八方的受力均为相同的数值，即压强 p；但
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对于固体来说，却并非如此。就算是各向同性的固体，其内部任意一点抗“拉压”和

抗“剪切”的能力也是不相同的。

这里首先简要解释一下拉压和剪切的物理含义：

拉压：在某方向上对物体进行“拉拽”或“挤压”，在该方向及其他方向上均会

产生形变。例如，拉伸会让物体在该方向上产生“拉长”现象，而在其他方向上

产生“收缩”现象（沿 x轴拉伸，该方向上被拉长，y和 z轴方向上被收缩）；

剪切：在平行于物体表面的方向上进行受力，会让物体产生类似“错位”的形

变。例如在一个二维正方形某条边上施加平行力，会让垂直与该方向上的边产

生角度变化。

所以，在固体上某一点处使力，觉得“费劲”，除了在受力单方向上有物质的“抵

抗”外，还存在其他方向上物质的“抵抗”，以及类似不同层物质之间相互作用的“抵

抗”；而流体一般只能承受正压力，无法通过剪切力的方式产生剪切形变2，这也是流

体“流动性”最主要的原因。

以上解释也是对前面阐述“流体在切向作用力下可以任意变形”的一个回应。

考虑仍处于弹性阶段的固体，声波可以在其中自由传播；当固体物质较小时，也

可以将其当作振源处理。此时需要对固体内的受力做一个详细分析。下面还是先采用

Cartesian坐标系下的微元体进行描述：

𝜏𝑦𝑥

𝜏𝑦𝑧

𝜎𝑦𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜎𝑥𝑥

𝜏𝑧𝑦

𝜎𝑧𝑥

𝜎𝑧𝑧
𝑥

𝑦

𝑧

𝑂

𝜎𝑦𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜎𝑧𝑧

𝜎𝑥𝑥 𝜏𝑦𝑥

𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑧𝑦
𝜏𝑧𝑥

𝒆𝑧

𝒆𝑥

𝒆𝑦

𝒆𝑧

𝒆𝑥

𝒆𝑦

图 1.5:弹性体内微元六面体的受力示意图

如上图1.5所示，构建 Cartesian坐标系（这里采用 (ex ,e y ,ez)的表示法）后，一个

弹性体内的微元六面体，每个面上都会产生一个正应力，用符号 σ表示。其中 3个表

面的外法向与坐标轴正向分别相同（左图），其余 3个表面的外法向则分别与坐标方

向相反（右图）。由于微元体足够小，再根据受力平衡关系可知，六面体每一对表面相

反方向的正应力可视为相等，相反方向的剪切应力也视为相等。另外，垂直于法向量

的作用平面上也存在前述的剪切应力，用符号 τ表示。由于每个面上的剪切应力方向

未知，所以需要按坐标系进行展开，此时一个面上需要两个剪切应力分量。

应力下标的含义：以图1.5中的左图为例，所有应力（无论是正应力还是剪切应力）

的第一个下标指代该作用面法向量指向的坐标方向，第二个下标指代该应力指向的坐

2注意，存在所谓的粘性流体，能够产生一定的剪切形变，且这种流体较为常见。但由于在声学中几乎很
少遇到，所以这里仍将流体视作无粘性状态。



第 1章 声学基础 – 25/250 –

标方向。当两个下标相同时为正应力，不相同时为剪切应力。例如，σxx指代法向量指

向坐标 x的平面上，指向坐标 x的应力；而 τx y 指代法向量指向坐标 x的平面上，指

向坐标 y的应力。对于图1.5中的右图，以上规律完全相反即可。有了上述每一对表面

上的应力关系，再根据力矩平衡关系可知，一对相反下标的剪切应力也相等。

接下来考察一下如何理解这一大堆“应力”。如果按照坐标系来合并的话（合应

力分别用 σx ,σy ,σz 来表示），可以得到：

σx =σxx ex +τx y e y +τxz ez

σy = τy x ex +σy y e y +τy z ez

σz =σzx ex +τz y e y +σzz ez

(1.81)

定义 1.3 (并矢)

♣

任意两个矢量 a和 b并写在一起a，ab称为并矢，也称为两个矢量的张量积。

a另一种写法为 a ⊗b，由于符号太杂不易理解，所以本书默认省略 ⊗符号。

引入并矢的概念，是为了增加对应力的理解。对公式(1.81)来说，σx ,σy ,σz 已经

是矢量了，若想再进一步合并应力分量的话，必须采用更高维的表示形式。令

T =σi j e i e j (1.82)

其中，i 和 j 的取值均为 x, y, z，由于在 Cartesian坐标系下可以不分上下标（详见

附录D.1），指标 i , j 在同一项中均出现了两次，也需要求和。此时，物理量 T 表示为

并矢的方式，也是比矢量更高一阶的量，称为二阶张量，所以 T 也被称为应力张量。

应力张量 T 的应力分量也可采用矩阵形式进行对应：

[
σi j

]=


σxx τx y τxz

τy x σy y τy z

σzx τz y σzz

 (1.83)

这种表示方法将应力分量统一在一个矩阵中，刚好下标也对应着位置，每一行每

一列取值都是 x, y, z三个。但需要注意的是，应力张量 6=应力分量的矩阵。T 是带有

基向量的张量，只是其分量可以用矩阵形式表示。

根据前面对应力分量之间关系的描述可知，[σi j ]为对称矩阵。�
笔记在任意曲线坐标系下，也可定义应力张量，仅需把标准正交基改为曲线坐标系下

的协变基或逆变基即可（见附录D.1）。此时需注意指标的升降，上下标未有指标的位

置需用符号 ·替代，如可定义
T =σi j g i g j =σi

· j g i g j =σ
j
·i g i g j =σi j g i g j (1.84)

本节开篇即引出“张量”的表示法实属“迫不得已”，因为弹性力学中的物理量

许多都是二阶张量，所以有必要提前阐述。不论如何，有了上述基础，接下来可以继

续固体中波动方程的详细推导。与流体部分一样，首先需要介绍弹性力学里的一些基

本方程。
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1.5.1 平衡方程

前面介绍了应力张量 T，下面通过推导给出平衡状态时微元体中任意一点的内力

所满足的平衡关系。由于需要考虑任意方向的内力，所以将前述的微元六面体“剖

开”，采用斜面应力的方式进行分析：

图 1.6:弹性体内斜面应力的受力示意图

上图1.6以点 P 构建局部 Cartesian坐标系，切出来的平面为三角形 ABC；该平面

的单位法向量设为 n（与附录A.2中介绍的方向余弦所组成的向量相同），其上一点的

内力为矢量 p。根据该四面体的受力平衡关系（注意此时应力分量的指向与坐标方向

相反）可知：

(p∆S) ·ex =σxx∆Sx +τy x∆Sy +τzx∆Sz

(p∆S) ·e y = τx y∆Sx +σy y∆Sy +τz y∆Sz

(p∆S) ·ez = τxz∆Sx +τy z∆Sy +σzz∆Sz

(1.85)

其中，∆Sx ,∆Sy ,∆Sz分别表示对应法向量所在平面的局部三角形面积，∆S为三角

形 ABC 的面积。考虑到 p和 n均可表示成展开式（注意需求和）：

p = pi e i , n = ni e i , i = x, y, z (1.86)

且 ∆Sx ,∆Sy ,∆Sz 均为 ∆S在对应平面上的投影，即

∆si =∆S ·cos(n,e i ) =∆S ·ni , i = x, y, z (1.87)

则上式(1.85)可化为

px =σxxnx +τy xny +τzxnz

py = τx y nx +σy y ny +τz y nz

pz = τxznx +τy zny +σzznz

(1.88)

其指标形式（注意需求和）为

pi = n jσ j i , i = x, y, z (1.89)

整体形式为

p = n ·T (1.90)
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从公式(1.90)可以看到，应力张量 T 确实可以表征固体内任意一点的应力状态。�
笔记公式(1.90)当然也不仅限于 Cartesian坐标系，在任意曲线坐标系下也依旧成立。

其实上述推导过程所采用的思路，如投影关系、矢量展开式等也都适用于曲线坐标系，

只是公式会略有不同，但结论都一样。所以这里不作细致推导，仅作基本描述。

有了固体内任意一点受力的描述，接下来可以继续进行受力分析。

考虑 R3空间某个区域 Ω（体积为 V，边界的光滑闭曲面用 ∂Ω表示），作用在该

区域上固体的合力 F N 应为任意一点的内力矢量 p在区域表面 S上的积分，即

F N =
Ó
∂Ω

pdS (1.91)

注意由于这里的内力矢量 p不一定指向表面 S的外法向 n，所以上式的结构与流

体中的受力分析表达式有细微差别。

引理 1.3 (广义Gauss公式)

♥

对R3空间中的任意张量场Φ，存在如下面积分到体积分的转化：Ó
∂Ω

(n ¯Φ)dS =
Ñ
Ω

(∇¯Φ)dV (1.92)

其中，¯表示任意许可的运算，包括点积、叉积和张量并。

该引理的证明将会非常抽象，因为涉及到了张量运算，也不太容易用 Cartesian坐

标系进行展开介绍，所以证明部分完全放在了附录E.6。

上述广义 Gauss公式非常有用，事实上，前面流体部分在推导 Euler方程时所使

用的“Gauss公式向量形式的推论”，也可以通过该引理得到快速证明。

有了引理1.3介绍的广义 Gauss公式加持，公式(1.91)可以进一步代入应力张量 T

的关系式(1.90)进行化简：

F N =
Ó
∂Ω

(n ·T )dS (1.93)

注意 T 为二阶张量，所以左右点积其实并不相等。巧合的是，广义 Gauss公式刚

好需要左点积，所以上式的面积分可以进一步转化为体积分：

F N =
Ñ
Ω

(∇·T )dV (1.94)

由此可见，对于区域Ω内的任意固体微元 dV 来说，在受外力情况下都会产生一

个大小为 ∇·T 的合力（内力）。这与流体中的结论也颇为相似，只不过流体中是标量

p的梯度，而固体中是张量 T 的散度。以上结论说明流体与固体同作为连续介质范畴

内的物质，存在一定结构上的力学规律统一性。

考虑受力平衡关系，此时可以加入微元体的体力（微元体自身的重力），也可以

考虑在动力学状态下加入惯性力。这里先都不加，此时微元体的合力 = 0，则可以得

到如下平衡方程的整体形式：

∇·T = 0 (1.95)
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选定一个坐标系，可以将整体形式进行展开。例如若在 Cartesian坐标系下进行展

开，则可以得到： 

∂σxx

∂x
+ ∂τy x

∂y
+ ∂τzx

∂z
= 0

∂τx y

∂x
+ ∂σy y

∂y
+ ∂τz y

∂z
= 0

∂τxz

∂x
+ ∂τy z

∂y
+ ∂σzz

∂z
= 0

(1.96)

1.5.2 几何方程

接下来考察一下弹性阶段的固体在受力状态下的变形情况。

假设点 P 在受力状态下移动到点 P̃，两点间的位移矢量为 u(r )，其附近邻域的点

p ′也相应移动到点 P̃ ′，两点间的位移矢量为 ũ = u(r +dr ) = u +du，则当前时刻微元

dr 的变化量可以表示为

du = u(r +dr )−u(r ) (1.97)

上述公式可以用如下矢量情形下的弹性体内微元变形示意图1.7(a)来描述：

𝑂

𝑃
𝑃′

𝑃

𝒓
𝒓 + d𝒓

𝒖

d𝒓

𝒖 = 𝒖 + d𝒖

d𝒖 = d𝒓 + d𝒖

(a) 矢量情形

𝑂 𝑥

𝑦

𝑃

𝐵

𝐴

𝑃

𝐵

𝐴
𝛼

𝛽

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝜎𝑥𝑦

𝜎𝑦𝑥

(b) 二维情形（Cartesian坐标系）

图 1.7:弹性体内微元变形情况示意图

可以看到，矢量情况下弹性体内微元的变形描述与前面一维情况下的也颇为相

似。但由于函数关系变为了向量值映照（即自变量与应变量均为向量），所以其微分

运算需要做一定扩展。

引理 1.4 (向量值映照的微分关系)

♥

向量值映照 u(r )具有如下微分运算的矢量表达式：

du = u(r +dr )−u(r ) = (u∇) ·dr (1.98)

该引理的证明同样将会非常抽象，因为 u∇这个量是一个二阶张量，也不太容易
用 Cartesian坐标系进行展开介绍，所以证明部分完全放在了附录E.5。

通过上述引理1.4，可以了解到，一个固体在受力状态下所有的“位移行为”，都

包含在一个二阶张量 (u∇)中（因为 dr 可看作是微元位移的基向量）。
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接下来考虑固体的“位移行为”都有哪些。虽然不涉及到物体宏观的运动，仅仅

是物质内部的变化，仍然应该存在平动和转动两种情况。现在将二阶张量 (u∇)拆分成

一个对称张量 Γ和反对称张量Ω，如下：

Γ= 1

2
(u∇+∇u) (1.99)

Ω= 1

2
(u∇−∇u) (1.100)

矢量形式的表达式不易理解，所以这里通过一个简单的二维情形（固体受力后的

变形情况如上图1.7(b)所示），分别考察下两个张量的物理与几何含义。

二维情形下将对称张量 Γ和反对称张量Ω展开成矩阵形式（ux ,uy 为坐标分量）：

[
Γi j

]=
 ∂ux

∂x
1
2

(
∂ux
∂y + ∂uy

∂x

)
1
2

(
∂uy

∂x + ∂ux
∂y

)
∂uy

∂y

 (1.101)

[
Ωi j

]=
 0 1

2

(
∂ux
∂y − ∂uy

∂x

)
1
2

(
∂uy

∂x − ∂ux
∂y

)
0

 (1.102)

分析平面微元的前后变化，图1.7(b)中各点的坐标变化可表示为如下形式：

P (x, y) → P̃ (x +ux , y +uy )

A(x +dx, y) → Ã

(
x +dx +ux + ∂ux

∂x
dx, y +uy +

∂uy

∂x
dx

)
B(x, y +dy) → B̃

(
x +ux + ∂ux

∂y
dy, y +dy +uy +

∂uy

∂y
dy

) (1.103)

首先考虑微线元 PA到 P̃ Ã的相对长度变化，则有

P̃ Ã−PA

PA
=

√(
dx + ∂ux

∂x dx
)2 +

(
∂uy

∂x dx
)2 −dx

dx

=
√(

1+ ∂ux

∂x

)2

+
(
∂uy

∂x

)2

−1 ≈ ∂ux

∂x

(1.104)

同理可知，微线元 PB 到 P̃ B̃ 的相对长度变化为
∂uy

∂y 。

以上两者形变根据上图1.7(b)中的描述，可以视作正应力 σxx 和 σy y 的作用所分

别产生的应变，一般用 εxx 和 εy y 表示。

接下来考虑角∠APB 的变化，对于上图1.7(b)中的角∠A和∠B，有

tanα=
∂uy

∂x dx

dx + ∂ux
∂x dx

≈ ∂uy

∂x
, tanβ=

∂ux
∂y dy

dy + ∂uy

∂y dy
≈ ∂ux

∂y
(1.105)

考虑到角∠APB 的变化主要由剪切应力产生，例如角∠A主要由 σx y 产生，而角

∠B 主要由 σy x 产生。根据前面的描述可知 σx y =σy x，所以可以采用取平均的方式计

算由剪切应力带来的剪切应变，一般用 γx y 和 γy x，如下：

γx y = γy x = 1

2

(
α+β

)≈ 1

2

(
tanα+ tanβ

)= 1

2

(
∂ux

∂y
+ ∂uy

∂x

)
(1.106)

对照表达式(1.101)可知，二维情形下对称张量 Γ可以完全描述物质内部的平动状
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态。而以上分析可以很方便扩展到R3空间中，所以对称张量 Γ的整体形式(1.99)即描

述了物质内的全部形变，所以 Γ也被称为应变张量。

接下来考虑转动的变化。假设图1.7(b)中 P 到 P̃ 的改变是仅由固体的转动引起的

（即没有产生任何形变），则微线元 PA和 PB 将会绕着同一个方向进行旋转。例如若

是逆时针旋转，微线元 PA转动了 α角，则微线元 PB理应转动了 −β角。再考虑到固
体附近邻域的旋转角度应该处处相等，所以也可以采用取平均的方式计算。在右手螺

旋定则下，令沿 z轴的旋转角度为 ω3，则有

ω3 = 1

2

[
α+ (−β)]≈ 1

2

(
∂uy

∂x
− ∂ux

∂y

)
(1.107)

定义 1.4 (角速度张量)

♣

R3空间中任意刚体的自由转动可以用一个二阶反对称张量Ω来完全描述，Carte-

sian坐标系下其矩阵形式为

[
Ωi j

]=


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 (1.108)

矩阵中的非零元素 ω1,ω2,ω3分别表示沿 x, y, z 轴的角速度分量（即转动角度对

时间的一阶导数），也可以写成矢量形式（伪矢量），即ω= [ω1,ω2,ω3]，此时满

足如下关系式：

v =Ω · r =ω× r (1.109)

上式中，v 为物质在转动情况下质点的速度，r 代表其矢径。

证明 本证明还是先采用比较直观的 Cartesian坐标系下的标准正交基
(
i , j ,k

)
进行展

开推导，公式(1.109)完备的证明介绍见附录E.5。在R3空间中，构建一个 Cartesian坐

标系，则一个物体存在 x, y, z三个旋转坐标轴。

当物体进行了旋转后，所参考的坐标系将会变为随时间变化的局部运动标架（标

准正交基
(
i , j ,k

)
是不随时间发生变化的），所以其上任意一点的物理量如速度 v 的计

算需要考虑两方面的变化：一是分别沿 x, y, z轴旋转的角速度（3个分量，ω1,ω2,ω3），

二是需要局部运动标架在随物体发生旋转时相对时间的一阶导数（通过与标准正交基

的微分同胚关系求得），有了以上两方面信息则可最终得到如公式(1.108)描述的R3空

间中角速度分量的表达式，且速度 v 的分量可写作角速度矩阵与坐标向量的乘积，写

成矢量形式如下：

v = vx i + vy j + vz k =Ω · r =
[

i j k
]

0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0




x

y

z

 (1.110)

可以看到，一个二阶张量与矢量的点积会让阶数降两阶，最终产生一个矢量。

由于以上推导的具体细节展开还是颇为复杂，所以仅采用了文字描述简要说明，

进一步解释可以参阅专门的理论力学书籍。
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将二阶反对称张量Ω的元素写成伪矢量ω= [ω1,ω2,ω3]，则有

ω× r =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

ω1 ω2 ω3

−x y z

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.111)

展开计算公式(1.110)和(1.111)，会发现两者完全相同。所以公式(1.109)得证。

回到二维微元内部的转动情况，会发现公式(1.107)中定义的 ω3 刚好是沿 z 轴旋

转的单位时间角速度。而与公式(1.102)互相印证，则可进一步发现 ω3 的位置和符号

也与公式(1.108)中的完全一致。所以二维情形下反对称张量Ω可以完全描述物质内部

的转动状态。而以上分析也可很方便扩展到 R3空间中，所以反对称张量Ω的整体形

式(1.100)即描述了物质内的全部转动。

由于固体中声音传播主要依靠物质的形变来传递，不会包含由宏观物体转动所引

起的位移，所以这里仅需关注公式(1.99)所描述的内容（后续推导中会采用 εi j 的指标

形式来指代应变张量 Γ中的所有元素），在弹性力学中也被称为几何方程。

选定一个坐标系，可以将整体形式进行展开。例如若在 Cartesian坐标系下进行展

开，则可以得到： 

εxx = ∂ux

∂x
, εy y =

∂uy

∂y
, εzz = ∂uz

∂z

γx y = 1

2

(
∂ux

∂y
+ ∂uy

∂x

)
, γy z = 1

2

(
∂uy

∂z
+ ∂uz

∂y

)
γzx = 1

2

(
∂uz

∂x
+ ∂ux

∂z

) (1.112)

此外，这里还需进一步介绍一下体积应变的概念。前面一维形式下介绍过体积弹

性模量，曾引出过体积应变的定义，即单位体积的变化率。

定义 1.5 (体积应变)

♣

物体内一点的体积应变，描述该点单位体积下的变化率。在小变形假设下，可用

位移矢量 u的散度来表示，即

lim
∆V →0

Ṽ

∆V
=∇·u (1.113)

证明 本证明还是先采用比较直观的 Cartesian坐标系下的标准正交基
(
i , j ,k

)
进行展

开推导，完备的证明介绍见附录E.3。在 R3空间中，设任意一点处的微元六面体的棱

边长度分别为 ∆x, ∆y, ∆z，则变形前该微元体的体积为

∆V =∆x∆y∆z (1.114)

变形后的体积（仿照公式(1.103)的写法）为

∆V + Ṽ =
(
∆x + ∂ux

∂x
∆x

)(
∆y + ∂uy

∂y
∆y

)(
∆z + ∂uz

∂z
∆z

)
=∆x∆y∆z

(
1+ ∂ux

∂x

)(
1+ ∂uy

∂y

)(
1+ ∂uz

∂z

) (1.115)
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则体积应变可表示为

lim
∆V →0

Ṽ

∆V
=

(
1+ ∂ux

∂x

)(
1+ ∂uy

∂y

)(
1+ ∂uz

∂z

)
−1 (1.116)

在小变形假设下，可以忽略应变分量的高阶项，则上式可进一步化简为

lim
∆V →0

Ṽ

∆V
= ∂ux

∂x
+ ∂uy

∂y
+ ∂uz

∂z
= εxx +εy y +εzz =∇·u (1.117)

1.5.3 本构关系

根据前面分析，应力张量 T 与应变张量 Γ可以分别描述固体内一点的受力与形变

情况。由于力与其作用点的位移之间的点积为该力对物体所做的功，所以应力张量 T

与应变张量 Γ对应元素的乘积（即双点积运算，进一步解释可以参阅专门的张量分析

书籍）理应表现为固体内一点（单位体积）在各方向上所做的功。

考虑到声音在固体中的传播一般可视为绝热（定熵）状态，即没有内外的热交换，

此时固体的热力学能，即内能U 的变化则完全由做功来体现。将内能U 视作应变张

量 Γ（表现为位移的改变量）的函数，则应力张量 T 采用指标形式可表示为

σi j = ∂U

∂εi j
(1.118)

上式即为通过热力学方式推导出的固体在弹性阶段的本构关系。

由于前面已经介绍过一维情形下的Hooke定律，其描述了特定固体在弹性阶段应

力与应变之间不同的线性关系，即阐述了不同材料的固有属性（不同的材料“弹性”

程度不同），接下来可以在R3空间中对其进行扩充。为方便讨论，接下来的推导同样

在单位正交基下展开，所以指标不分上下标。

进一步将应力张量 T 视作应变张量 Γ的函数，对其进行 Taylor展开。考虑到声

音传播在固体中产生的均为小变形，所以仅保留其一阶展开项，则可以得到如下广义

Hooke定律的表达式：

σi j =σi j (Γ= 0)+
[
∂σi j

∂εks
(Γ= 0)

]
·εks = Di j +Ci j ksεks (1.119)

上式中，Di j 即为初始无应变状态下的应力，可视为零；Ci j ks 即为小变形情况下

R3空间中描述应力与应变之间线性关系的系数，表现为初始无应变状态下任意应力

分量相对于任意应变分量的偏导数。由于其具有 4个下标，所以这是一个比较复杂的

四阶张量，一般称为弹性张量，可以用符号C 表示。

尽管这个四阶张量看上去有些过于“劝退”，毕竟在R3空间中四个指标即意味着

有 34 = 81个分量，但其实Ci j ks 中具有实际不同数值的分量并不多。

1. 首先，由于应力张量 T 和应变张量 Γ均为对称张量，所以每个张量实际只有六

个不同项，因此在Ci j ks 中最多只有 36个不同项；

2. 其次，由公式(1.118)和(1.119)联立可知：

Ci j ks =
∂2U

∂εi j∂εks
= ∂2U

∂εks∂εi j
=Cksi j (1.120)
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所以，弹性张量 C 实际是具有完全对称性的四阶张量。简单来说，若将应力分

量和应变分量展开成列向量，具有 36个元素的弹性分量矩阵也是对称矩阵。所

以，实际上弹性张量C 里独立的分量只有 21个；

3. 如果进一步考虑各向同性的固体，即弹性属性在任何方向上都相同，则可以通

过坐标变换的方式（旋转 180◦、90◦、45◦，以及镜像翻转等）证明，实际弹性张

量仅具有两个独立的弹性常数。

对于各向同性的固体，两个独立的弹性常数一般采用拉梅（Lamé）常数λ和 µ，此

时广义Hooke定律可以改写为如下的指标形式：

σi j =λεkkδi j +2µεi j (1.121)

上述关于各向同性表达式推导的具体细节展开还是颇为复杂，所以仅采用了文字

描述简要说明，进一步解释可以参阅专门的弹性力学书籍。

公式(1.121)也可以采用如下比较直观的矩阵形式（Cartesian坐标系下）表示：

σxx

σy y

σzz

τx y

τy z

τzx


=



λ+2µ λ λ 0 0 0

λ+2µ λ 0 0 0

λ+2µ 0 0 0

2µ 0 0

Sym. 2µ 0

2µ





εxx

εy y

εzz

γx y

γy z

γzx


(1.122)

值得注意的是，可以看到剪切应力分量与对应的剪切应变分量之间存在一个固定

的线性系数 2µ，所以 µ也可以被称为剪切模量，一般用符号G表示。另外，在工程上

有时候会省略该线性系数中的倍数 2，直接放到剪切应变里去。本书由于采用的是偏

数学的表达方式，所以这里还是选择保留该倍数。

上面推导出的广义Hooke定律，即公式(1.121)虽然具有严谨的数学描述，但物理

上并不直观。从一维形式的弹性理论进行扩充，通过下述方式更具有明确的物理含义：

采用杨氏（Young）模量E 描述固定方向上正应力与正应变之间的线性关系；

采用剪切模量G描述固定方向上剪切应力与剪切应变之间的线性关系；

由于某方向上的正应变也有可能来自于其他方向上正应力的影响，所以还需采

用泊松（Poisson）比ν描述不同方向上正应力与正应变之间的线性关系；

构建一个 Cartesian坐标系，通过上述描述会发现采用应力分量来描述应变分量

更为合适，最后可以得到如下广义Hooke定律的表达式：

εxx = 1

E

[
σxx −ν

(
σy y +σzz

)]
εy y = 1

E

[
σy y −ν (σzz +σxx)

]
εzz = 1

E

[
σzz −ν

(
σxx +σy y

)]
γx y = 1

2G
τx y , γy z = 1

2G
τy z , γzx = 1

2G
τzx

(1.123)

在上式中，一共产生了三个弹性参数。根据前面的分析，其中只会存在两个独立
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的弹性参数，所以剪切模量G必然可以写成另外两个参数的函数。

首先将公式(1.123)也写成矩阵形式，并注意到此时应力分量与应变分量的位置与

公式(1.122)中相反，所以弹性系数需要取逆，再对比各元素，最后可得到：

G =µ= E

2(1+ν)
, λ= Eν

(1+ν)(1−2ν)
(1.124)

则公式(1.123)可最终改写为只有两个独立参数 E 和 ν的表达式，其矩阵形式为

εxx

εy y

εzz

γx y

γy z

γzx


= 1

E



1 −ν −ν 0 0 0

1 −ν 0 0 0

1 0 0 0

1+ν 0 0

Sym. 1+ν 0

1+ν





σxx

σy y

σzz

τx y

τy z

τzx


(1.125)

公式(1.122)和公式(1.125)两种广义 Hooke定律的矩阵形式也可以通过二阶张量的

方式改写为如下整体形式：

T =λ tr(Γ)I +2µΓ (1.126)

Γ= 1

E
[(1+ν)T −ν tr(T )I ] (1.127)

其中，函数符号 tr代表应变张量 Γ和应力张量 T 矩阵形式的迹，即矩阵对角线上

的元素之和。例如 tr(Γ) = εi i，在Cartesian坐标系下展开即为 tr(Γ) = εxx+εy y+εzz。从前

面关于体积应变的推导中也可以发现，tr(Γ)也可以用来指代体积应变，即 tr(Γ) =∇·u。
I 则为单位张量，其矩阵形式表现为对角线上元素为 1，而其他元素均为 0。�
笔记虽然上述推导过程均建立在 Cartesian坐标系下，但整体形式(1.126)与(1.127)适用

性更加广泛。其实只要应力应变的对应关系构建好，就算在曲线坐标系下表示应力应

变分量，依旧可以在该坐标系下建立这种统一的 Young氏模量、Poisson比的物理描

述，即整体形式的公式(1.126)与(1.127)可以不依赖于坐标系完全描述固体的各向同性

本构关系。

进一步来看，虽然本书讨论的声音传播媒介均为各向同性的物质，但为了保持知

识体系的完备性，还是有必要对“如何处理非各向同性的物质”做一简要说明。根据

前面的描述，非各向同性的物质最多含有 21个独立的弹性分量，想要完全计算出各

个分量在数学上是十分困难的。所以合理的方式还是要找到一个局部坐标系，去构建

含有 Young氏模量、Poisson比的物理描述，甚至以上两个参数在不同的方向上可以

有不同的数值，只要这种描述依旧具有物理的直观性，则可以构建出合适的应力应变

关系，最后再通过局部坐标系到当前坐标系的坐标变换求解出原始的弹性系数矩阵。

事实上，自然界中不论何种物质，一般总能在某些特定方向上找到这种统一的物理规

律。完全各向异性的物质是极少的，也不符合客观规律。所以上述方法是较为合适且

具有普适性的。
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1.5.4 以位移表示的弹性力学问题

现在重新把固体所满足的平衡方程、几何方程和本构方程整体形式写出来：
∇·T = 0

Γ= 1

2
(u∇+∇u)

T =λ tr(Γ)I +2µΓ

(1.128)

其中，本构方程选用的是带 Lamé常数 λ和 µ的方程，主要原因在于其更简洁，而

且在后续推导中也会更加方便。接下来，将利用这三个基本方程，推导出以位移表示

的弹性力学问题所满足的数学表达式。

引理 1.5 (张量迹运算的基本关系式)

♥

对Rn空间中的任意向量 u，存在如下张量迹运算的基本关系式：

tr(u∇+∇u) = 2∇·u (1.129)

其中，函数符号 tr代表括号内张量矩阵形式的迹。

该引理的证明较为抽象，因为 u∇和 ∇u都是二阶张量，也不太容易用 Cartesian

坐标系进行展开介绍，所以证明部分完全放在了附录E.5。

有了上述引理，则可以首先将方程组(1.128)中的第二式代入第三式得：

T =λ(∇·u)I +µ(u∇+∇u) (1.130)

对上式两边取散度（考虑到与方程组(1.128)中第一式的对应），则有

∇·T =∇· [λ(∇·u)I +µ(u∇+∇u)
]

(1.131)

上式(1.131)越变越复杂，等式右端涉及到了二阶张量的运算，而且带有不只一个

Hamilton算子的复合运算，所以还需要引入一些基本的张量运算式。

引理 1.6 (含Hamilton算子的张量运算式)

♥

对Rn空间中的任意向量 u，有如下基本关系式：

∇· [(∇·u)I ] =∇(∇·u) (1.132)

∇· (u∇) =∇(∇·u) (1.133)

∇· (∇u) =∇2u (1.134)

该引理中三个表达式的证明也较为抽象，因为均含有二阶张量项，也不太容易用

Cartesian坐标系进行展开介绍，所以证明部分完全放在了附录E.5。

有了上述引理，公式(1.131)则可以进一步化简为

∇·T = (λ+µ)∇(∇·u)+µ∇2u (1.135)

再结合方程组(1.128)中的第一式，最终可得：

(λ+µ)∇(∇·u)+µ∇2u = 0 (1.136)
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通过关系式(1.124)，将 Lamé常数 λ和 µ换成 Young氏模量 E 和 Poisson比 ν，则

可以得到以位移描述弹性力学问题的另一种表述：
E

2(1+ν)(1−2ν)
∇(∇·u)+ E

2(1+ν)
∇2u = 0 (1.137)

上式也可根据实际情况产生各种变种，比如考虑体力、考虑动力学问题时的惯性

力等，只需根据受力分析时的方向加在等式正确的地方即可。�
笔记固体部分的介绍并未像流体一样，每一小节都退化到一维形式与前面的一维章节

进行对应。因为相比于流体，这种对应关系更加直观。例如一维形式下∇·T = 0很容易

退化为 ∂σx
∂x = 0，在加上惯性力后则与公式(1.5)完全一样。其他部分如应变分析、弹性

本构等也很容易转化为一维的形式。事实上，直接将公式(1.137)退化为一维形式，此

时 ∇(∇·u) =∇2u = ∂2u
∂x2 , ν= 0，在加上惯性力后则可得到与公式(1.7)完全一样的弹性体

一维波动方程。

1.5.5 波动方程推导

当固体内部产生微小扰动时，可以将上述以位移表示的弹性力学基本方程推广到

动力学情形下。这里为方便推导还是采用带 Lamé常数 λ和 µ的方程(1.136)，此时等

式左端即代表微元体的合力 ∇·T，所以与流体部分类似，仅需在等式右端添加微元体

的密度（即单位体积的质量）与该微元体加速度的乘积即可，如下：

(λ+µ)∇(∇·u)+µ∇2u = ρ ·a = ρ · ∂
2u

∂t 2
(1.138)

由于在固体中并不存在“流动性”，所以这里还是采用位移矢量 u对时间 t 的二

阶导数来描述加速度。上式也是固体形式波动方程的原始形式。

显然，公式(1.138)并不具备较好的可解释性，想要让方程的形式更为简洁直观，还

需要做一些形式上的处理。从流体部分的内容获得启发，声音传递仅具有“无旋”的

成分；而固体相比流体来说能够承受剪切力，所以理应还需要考虑是否有别的成分。

引理 1.7 (场论恒等式)

♥

对R3空间中的任意向量场 A，有如下基本关系式：

∇· (∇× A) = 0 (1.139)

证明 本证明还是先采用 Cartesian坐标系下的标准正交基
(
i , j ,k

)
进行展开推导，完备

的证明介绍见附录E.4。由于

A = Ax i + Ay j + Az k (1.140)

则有

∇× A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣∣=
(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
i +

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
j +

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
k (1.141)



第 1章 声学基础 – 37/250 –

所以最终有

∇· (∇× A) = ∂2 Az

∂y∂x
− ∂2 Ay

∂z∂x
+ ∂2 Ax

∂z∂y
− ∂2 Az

∂x∂y
+ ∂2 Ay

∂x∂z
− ∂2 Ax

∂y∂z
= 0 (1.142)

该场论恒等式(1.139)也可以从几何的角度来阐述其物理意义，即：任意向量场的

旋度场为无散场。

考虑 R3空间某个区域 Ω（体积为 V，边界的光滑闭曲面用 ∂Ω表示），应用微积

分中Gauss公式的向量形式（与坐标系选取无关），通过公式(1.139)还可以得到：Ó
∂Ω

(∇× A) ·dS =
Ñ
Ω

[∇· (∇× A)]dV = 0 (1.143)

其中，向量 S仍指代闭曲面 ∂Ω的外法向。

公式(1.143)指出，旋度场 ∇× A内包裹的任意闭合曲面积分为零（通量为零，无

源），进一步得到在旋度场∇× A内沿向量线构造的管型区域前后截面通量相等的推论

（可以通过构造闭合的管型区域来证明）。

当在一个向量场内任意闭合曲面积分为零时，该向量场被称作管型场，或无源场。

恒定磁场是物理学中典型的管型场（附录H.2对恒定磁场的无源性质做了详细推导）。

根据公式(1.143)，由于此时向量场可以写作另外某个向量场 A的旋度，所以向量

场 A也被称作该向量场的向量势。

以上关于向量场性质的说明可以归纳为如下定理：

定理 1.2 (管型场/无源场的性质)

♥

对R3空间中单联通区域内的任意向量场，以下命题相互等价：

1. 场无源：场内任意闭合曲面积分为零（也等同于沿向量线构造的管型区域

前后截面通量相等）；

2. 场可以表示为另外某个向量场（向量势）的旋度；

3. 场无散：场内处处散度为零。

上述定理对单联通区域的约束，主要是为了应用 Gauss公式，将闭合曲面积分转

换为体积分，最终缩至一点，将积分符号去掉，得到散度关系式（与附录A.2中散度定

义一致）。若是闭合区域内存在“洞”，定理中1.和2.仍然等价，但无法推导出3.。

事实上，对一般的向量场来说，总可以写成两部分向量分量，一部分为“无旋”

的成分，另一部分为“无散”的成分，该定理称为亥姆霍兹（Helmholtz）分解。这里

为考虑与后续推导的符号体系保持统一，将无旋的成分令为 up，无散的成分令为 us。

其中，p代表主要（primary），s代表次要（secondary）。

定理 1.3 (亥姆霍兹（Helmholtz）分解)

♥

对R3空间中的任意向量场 u，存在标量场 φ ∈R3和向量场 A ∈R3，使得：

u = up +us =∇φ+∇× A (1.144)

下面给出该定理的存在性证明。
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证明 将向量场 u进行分解，先加入一个势函数 φ，令向量分量 up =∇φ，则有
u =∇φ+us (1.145)

由于此时 up 为无旋场（基于引理1.2可知），所以仅需证明另一向量分量 us 为无

散场即可。

对上式(1.145)两边取散度可得：

∇·u =∇2φ+∇·us (1.146)

由于目前还不清楚势函数 φ的取值，反正无论如何取，up =∇φ都是无旋场。所
以可以直接令

∇2φ=∇·u (1.147)

代回公式(1.146)有

∇·us = 0 (1.148)

由于 us 的散度为零，则根据引理1.7的场论恒等式(1.139)，可知此时 us 可表示为

一个向量的旋度，即

us =∇× A (1.149)

进一步，定理1.3的Helmholtz分解表达式还可以给出一种定量化证明，但需要引

入一些前置知识。

定义 1.6 (狄拉克（Dirac）函数)

♣

一维狄拉克（Dirac）函数定义为 δ(x)，满足
∫∞

−∞
δ(x)dx = 1

δ(x) = 0, x 6= 0

(1.150)

Dirac函数可以推广至Rn空间，对于区域Ω（广义体积为V）中的向量值自变量

r ∈Rn，Dirac函数 δ(r )满足 
∫
Ω
δ(r )dV = 1

δ(r ) = 0, r 6= 0

(1.151)

特别地，针对R3空间的 Cartesian坐标系下，三维Dirac函数可以表示为

δ(r ) = δ(x)δ(y)δ(z) (1.152)

其中，r = (x, y, z)为矢径。

Dirac函数是一种广义函数，它在自变量不为零处全为零，而在自变量为零处又

没有明确的数值定义，但在整个定义域区间内却满足积分为 1。

性质Dirac函数具有如下基本数学性质：

Dirac函数为偶函数，分别满足 δ(x) = δ(−x)和 δ(r ) = δ(−r )，进一步推广得到：

δ(x − x0) = δ(x0 − x)和 δ(r − r 0) = δ(r 0 − r )。其中，x0和 r 0分别为一维空间的实
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数取值和多维空间的向量取值；

对于任意一元函数 f (x) 和多元向量值函数 f (r )，必有 f (x)δ(x) = f (0)δ(x) 和

f (r )δ(r ) = f (0)δ(r )，进一步得到如下Dirac函数的“筛选抽取”性质：
f (x0) =

∫∞

−∞
f (x)δ(x −x0)dx =

∫∞

−∞
f (x)δ(x0 −x)dx

f (r 0) =
∫
Ω

f (r )δ(r − r 0)dV =
∫
Ω

f (r )δ(r 0 − r )dV
(1.153)

引理 1.8 (Dirac函数恒等式)

♥

对Rn空间中的任意向量值自变量 r 和常向量 r 0，有如下基本关系式：

∇2
(

1

‖r − r 0‖
)
=−4πδ(r − r 0) (1.154)

证明 该引理可以适用于任意有限维曲线坐标系下的向量场，但完整证明将较为繁琐。

这里仅采用 Cartesian坐标系下标准正交基
(
i , j ,k

)
的方式做一记录。首先考虑到

∇‖r ‖ =∇(p
r · r

)= (
∂

∂x
i + ∂

∂y
j + ∂

∂z
k
)
·
√

x2 + y2 + z2

= 1√
x2 + y2 + z2

(
x · i + y · j + z ·k

)= r

‖r ‖ = er

(1.155)

其中，er 指代沿 r 方向的单位向量。该式表明，作为函数，矢径的模长沿矢径方

向增长最快（方向导数最大），且增长率（方向导数的数值）为 1。

根据复合函数的链式求导法则易知：

∇ f (g ) = f ′(g ) ·∇g (1.156)

其中， f 为外层函数，g 为内层函数。令 g = ‖r ‖, f = 1
‖r ‖，结合公式(1.155)可得：

∇
(

1

‖r ‖
)
=

(
1

‖r ‖
)′
∇‖r ‖ =− 1

‖r ‖2
er (1.157)

此时，若想继续计算上式的散度，最简便的方法即是将 er 视作R3空间球坐标系

(r,θ,ϕ)下沿 r 坐标方向的单位基，− 1
‖r ‖2 = − 1

r 2 为相应的坐标分量，根据附录D.5中球

坐标系下的散度计算式(D.111)，直接得到：

∇·∇
(

1

‖r ‖
)
=∇·

(
− 1

‖r ‖2
er

)
=− 1

r 2

∂

∂r

(
r 2 · 1

r 2

)
= 0 (1.158)

以上计算结果是很反常的，因为从公式(1.157)可以看出，er 作为单位矢径，是一

个十分明显的有源场，从物理意义上讲，∇
(

1
‖r ‖

)
应当具有很大的散度。究其原因，问

题只可能出现在 r = 0处，此时 1
‖r ‖没有定义，自然公式(1.158)也就不成立（除此之外，

应当认为公式(1.158)绝对正确）。

若想探究 r = 0时以上各式的计算结果，无法直接求解，只能从其他角度寻求方

法。这里考虑公式(1.157)的散度在R3空间区域Ω（体积为V）的体积分，并应用Gauss

公式转换为面积分（边界闭曲面 ∂Ω），有Ñ
Ω

[
∇·∇

(
1

‖r ‖
)]

dV =−
Ñ
Ω

[
∇·

(
1

‖r ‖2
er

)]
dV =−

Ó
∂Ω

(
1

‖r ‖2
er

)
·dS (1.159)
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根据公式(1.158)，上式积分在 r 6= 0处全为零；而当 r = 0时，包裹矢径 r 的区域

应当理解为一个无穷小的球体，此时采用球坐标系 (r,θ,ϕ)，边界闭曲面 ∂Ω的单位法

向量刚好为 er，再根据微积分中的换元积分可知此时面积元 dS为 r 2 sinθdθdϕ ·er，则

上式可进一步计算得到：Ó
∂Ω

(
1

‖r ‖2
er

)
·dS =

Ó
∂Ω

(
1

r 2
er

)
· (r 2 sinθdθdϕ ·er

)=Ó
∂Ω

sinθdθdϕ

=
∫2π

0
dϕ

∫π

0
sinθdθ = 4π

(1.160)

结合以上分析，利用前面介绍的Dirac函数，可以最终给出：

∇·∇
(

1

‖r ‖
)
=∇2

(
1

‖r ‖
)
=−4πδ(r ) (1.161)

引入常向量 r 0，将 r 替换为 r − r 0或 r 0 − r，依照上述相同的证明思路即可得到：

∇‖r − r 0‖ =∇‖r 0 − r ‖ = r − r 0

‖r − r 0‖
∇

(
1

‖r − r 0‖
)
=∇

(
1

‖r 0 − r ‖
)
=− r − r 0

‖r − r 0‖3

∇2
(

1

‖r − r 0‖
)
=∇2

(
1

‖r 0 − r ‖
)
=−4πδ(r − r 0)

(1.162)

引理 1.9 (场论恒等式)

♥

对R3空间中的任意向量场 u，有

∇2u = (∇·∇)u =∇(∇·u)−∇× (∇×u) (1.163)

该引理的证明较为抽象，虽然等式中不存在二阶张量，但两次求旋度也不太容易

用 Cartesian坐标系进行展开介绍，所以证明部分完全放在了附录E.4。

引理 1.10 (含Hamilton算子的函数积的微分运算式)

♥

对R3空间中的任意标量场 φ和向量场 A，有

∇· (φA) = (∇φ) · A +φ(∇· A) (1.164)

∇× (φA) = (∇φ)× A +φ(∇× A) (1.165)

证明 本证明还是先采用 Cartesian坐标系下的标准正交基
(
i , j ,k

)
进行展开推导，完备

的证明介绍见附录E.4。需要注意，如果将向量场 A展开成分量进行证明，特别对于旋

度运算，将会格外繁琐。这里考虑到向量函数的散度和旋度，还可以统一先进行微分

运算，再进行向量运算，所以可以不对 A进行展开，直接有

∇· (φA) = ∂(φA)

∂x
· i + ∂(φA)

∂y
· j + ∂(φA)

∂z
·k

=
(
∂φ

∂x
i + ∂φ

∂y
j + ∂φ

∂z
k
)
· A +φ

(
∂A

∂x
· i + ∂A

∂y
· j + ∂A

∂z
·k

)
= (∇φ) · A +φ(∇· A)

(1.166)

上式的推导用到了微积分中函数积的微分运算法则。
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对于旋度公式的证明类似，但需要注意向量的叉积运算交换向量次序后并不相等

（相差一个负号），所以最好一开始将标准正交基
(
i , j ,k

)
写在偏导数项的左边，其余证

明过程与上式完全一致。

基于以上理论基础，定理1.3的Helmholtz分解可以给出如下定量化证明：

证明 将向量场 u 写作 R3 空间区域 Ω 中矢径 r 的函数，根据 Dirac 函数的性质公

式(1.153)可以扩展成同一空间另一片区域 Ω0（体积为 V0）中相对于向量 r 0（注意此

时 r 0并不能视作常向量）的积分关系式，有

u(r ) =
∫
Ω0

u(r 0)δ (r 0 − r )dV0 =
∫
Ω0

u(r 0)δ (r − r 0)dV0 (1.167)

这里将 Dirac函数的形式写成 δ(r − r 0)，主要是考虑到 r − r 0 具有较好的几何含

义，即指代矢径 r 0到 r 的向量。

代入引理1.8的Dirac函数恒等式可进一步得到（注意此时 ∇2仅作用于 r 上）：

u(r ) =
∫
Ω0

u(r 0)

(
− 1

4π
∇2 1

‖r − r 0‖
)

dV0 =− 1

4π
∇2

∫
Ω0

u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0 (1.168)

结合引理1.9的场论恒等式(1.163)，可将上式改写为

u(r ) =− 1

4π
∇

(
∇·

∫
Ω0

u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0

)
+ 1

4π
∇×

(
∇×

∫
Ω0

u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0

)
=− 1

4π

[
∇

(∫
Ω0

u(r 0) ·∇ 1

‖r − r 0‖
dV0

)
+∇×

(∫
Ω0

u(r 0)×∇ 1

‖r − r 0‖
dV0

)] (1.169)

上式第二步的推导，用到了引理1.10介绍的含Hamilton算子的函数积的微分运算

式(1.164)和(1.165)，即将 1
‖r−r 0‖ 视作标量函数，u(r 0)为向量函数（但对 ∇的微分运算

来说只是常向量），并结合叉积运算的性质，对第二项交换向量次序后的表达式进行

了正负号转换。

公式(1.169)可以继续进行转换，但考虑到与表达式中积分项的统一，最好先将积

分项内的微分算子改为作用于 r 0而非 r 上（相比于公式(1.154)的形式，即反过来处理，

将前一项 r 视为常向量）。为以示区别，后续作用于 r 上的Hamilton算子采用符号 ∇，
而作用于 r 0上的采用 ∇̄。

根据引理1.8的推导易证，如果转换 Hamilton算子的作用项，整个计算过程会相

差一个负号，即满足

∇̄‖r − r 0‖ =− r − r 0

‖r − r 0‖
=−∇‖r − r 0‖

∇̄
(

1

‖r − r 0‖
)
= r − r 0

‖r − r 0‖3
=−∇

(
1

‖r − r 0‖
)

∇̄2
(

1

‖r − r 0‖
)
= 4πδ(r − r 0) =−∇2

(
1

‖r − r 0‖
) (1.170)

利用公式(1.170)的第二式，公式(1.169)可以化为如下形式：

u(r ) = 1

4π

[
∇

(∫
Ω0

u(r 0) · ∇̄ 1

‖r − r 0‖
dV0

)
+∇×

(∫
Ω0

u(r 0)×∇̄ 1

‖r − r 0‖
dV0

)]
(1.171)

上式即表明，向量场 u可以拆解为一个无旋场 up =∇φ和一个无散场 us =∇× A

的组合，满足定理1.3的Helmholtz分解公式(1.144)。其中标量场 φ和向量场 A的定量



第 1章 声学基础 – 42/250 –

化描述（均写成了与 r 0相关的表达式）为
φ= 1

4π

∫
Ω0

u(r 0) · ∇̄ 1

‖r − r 0‖
dV0

A = 1

4π

∫
Ω0

u(r 0)×∇̄ 1

‖r − r 0‖
dV0

(1.172)

上两式还可继续进行改写。根据引理1.10介绍的含Hamilton算子的函数积的微分

运算式(1.164)和(1.165)，有
u(r 0) · ∇̄ 1

‖r − r 0‖
= ∇̄ · u(r 0)

‖r − r 0‖
− ∇̄ ·u(r 0)

‖r − r 0‖
u(r 0)×∇̄ 1

‖r − r 0‖
=−∇̄× u(r 0)

‖r − r 0‖
+ ∇̄×u(r 0)

‖r − r 0‖

(1.173)

代回公式(1.172)可知：
φ= 1

4π

(∫
Ω0

∇̄ · u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0 −

∫
Ω0

∇̄ ·u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0

)
A = 1

4π

(
−

∫
Ω0

∇̄× u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0 +

∫
Ω0

∇̄×u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0

) (1.174)

可以看到，上两式的第一项均可以通过引理1.3介绍的广义Gauss公式，统一将体

积分转换为面积分（边界的光滑闭曲面用 ∂Ω0表示），得到：
φ= 1

4π

(∫
Ω0

n0 · u(r 0)

‖r − r 0‖
dS0 −

∫
Ω0

∇̄ ·u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0

)
A = 1

4π

(
−

∫
Ω0

n0 × u(r 0)

‖r − r 0‖
dS0 +

∫
Ω0

∇̄×u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0

) (1.175)

其中，n0指代向量 r 0所在区域表面 S0的单位法向量。公式(1.175)即为完整形态

的Helmholtz分解定量化表达式。

考虑到绝大多数真实的向量场空间均是无界的，在无穷远处的区域表面进行积

分，向量值自变量 r 0的大小远超向量场函数 u(r 0)，所以公式(1.175)中的第一项均可

忽略，Helmholtz分解的定量化表达式简化为
φ=− 1

4π

∫
Ω0

∇̄ ·u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0

A = 1

4π

∫
Ω0

∇̄×u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0

(1.176)

将上式代回 Helmholtz分解公式(1.144)，利用梯度运算也满足类似引理1.10的函

数积的微分运算式（易证），再结合公式(1.170)的第二式（注意此时 ∇仅作用于 r 上），

进行化简，还可获得关于向量场 u的一种统一表达形式：

u(r ) =− 1

4π
∇

∫
Ω0

∇̄ ·u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0 + 1

4π
∇×

∫
Ω0

∇̄×u(r 0)

‖r − r 0‖
dV0

=− 1

4π

∫
Ω0

∇̄ ·u(r 0)

(
∇ 1

‖r − r 0‖
)

dV0 − 1

4π

∫
Ω0

∇̄×u(r 0)×
(
∇ 1

‖r − r 0‖
)

dV0

= 1

4π

∫
Ω0

∇̄ ·u(r 0)

(
r − r 0

‖r − r 0‖3

)
dV0 + 1

4π

∫
Ω0

∇̄×u(r 0)×
(

r − r 0

‖r − r 0‖3

)
dV0

(1.177)

该式虽然目前看不出有什么特别之处，但在电磁学及电动力学领域，却有着明确
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的物理含义（具体可参阅附录H.3）。

综上，简要来说，根据定理1.3，向量场 u的分解，可以产生一个无旋场 up 和无

散场 us，满足

up =∇φ, ∇×up = 0

us =∇× A, ∇·us = 0
(1.178)

下图1.8给出了几种二维 (x, y)坐标情形（无旋场、无散场，以及有旋有散场）下

向量场 u的详细示意图，可以直观地看到不同向量场分布的具体情况。

𝑥

𝑦

(a) u = xi + y j

𝑥

𝑦

(b) u =−yi +x j

𝑥

𝑦

(c) u = (x − y)i + (x + y) j

图 1.8:无旋场、无散场，以及有旋有散场情形下的向量场示意图

注需要说明的是，并不是所有的向量场都必然是“有散”或“有旋”的。例如下图1.9中

的两种情况，一种被称为 Laplace场，另一种被称为均匀场（Laplace场的特殊情形），

便是"既无旋也无散"的无旋无散场。

𝑥

𝑦

(a) u = xi − y j

𝑥

𝑦

(b) u = 4i +2 j

图 1.9:无旋场无散场情形下的向量场示意图

当在一个向量场内处处散度与旋度均为零时，该向量场被称作调和场。由向量场

无旋可知（基于引理1.2），必然存在势函数 φ满足向量场 u = ∇φ；再由向量场无散
（基于引理1.7）可知，∇·u =∇2φ= 0。此时势函数 φ也被称作调和函数。�
笔记调和场也可先根据无散性质再根据无旋性质，得到向量势 A满足 ∇× (∇× A) = 0。

只是在实际应用时，还是势函数（调和函数）φ的计算更为方便。
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所以，对于定理1.3的Helmholtz分解，更完备的前提条件应当为：向量场 u满足

∇·u 6= 0且 ∇×u 6= 0。

本章基于声学相关基础知识，陆续介绍的保守场（有势场）、管型场（无源场）以

及调和场，即场论分析中最常见的三类特殊向量场。

回到本节的波动方程推导，基于定理1.3，将位移矢量 u 的 Helmholtz分解 u =
up +us（其中 up 为无旋场，us 为无散场）代入公式(1.138)，则有

(λ+µ)∇(∇·up )+µ∇2(up +us) = ρ · ∂
2(up +us)

∂t 2
= ρ(üp + üs) (1.179)

上式中为书写方便，将 up 和 us 对时间的二阶导数分别用 üp 和 üs 来简化表示。

引理 1.11 (含 Laplace算子的基本关系式)

♥

对Rn空间中的任意向量 u，有如下基本关系式：

∇· (∇2u) =∇2(∇·u) (1.180)

证明 本证明还是先采用 Cartesian坐标系下的标准正交基
(
i , j ,k

)
进行展开推导，完备

的证明介绍见附录E.4。由于

∇2u =∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
+ ∂2u

∂z2
=

(
∂2ux

∂x2
+ ∂2ux

∂y2
+ ∂2ux

∂z2

)
i

+
(
∂2uy

∂x2
+ ∂2uy

∂y2
+ ∂2uy

∂z2

)
j +

(
∂2uz

∂x2
+ ∂2uz

∂y2
+ ∂2uz

∂z2

)
k

(1.181)

则有

∇· (∇2u) = ∂3ux

∂x3
+ ∂3ux

∂y3
+ ∂3ux

∂z3
+ ∂3uy

∂x3
+ ∂3uy

∂y3
+ ∂3uy

∂z3
+ ∂3uz

∂x3
+ ∂3uz

∂y3
+ ∂3uz

∂z3

=
(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2

)(
∂ux

∂x
+ ∂uy

∂y
+ ∂uz

∂z

)
=∇2(∇·u)

(1.182)

结合引理1.11，对公式(1.179)两边取散度，可将无散场 us 直接消去：

(λ+µ)∇2(∇·up )+µ∇2(∇·up ) = ρ∇· üp (1.183)

进一步化简则可得到单独 up 所满足的动力学方程：

∇· [(λ+2µ)∇2up −ρüp
]= 0 (1.184)

注意这里的 up 为无旋场，其线性组合必然也为无旋场。同时 up 也必然为有散场

（具体原因后面会解释），这里其线性组合却等于零。所以只有一种情况符合，即

(λ+2µ)∇2up −ρüp = 0 (1.185)

公式(1.184)描述的情况主要是因为根据 Helmholtz分解已经提前约束了 up 为有

散场（向量场还要随时间变化，也不可能一直满足 ∇2φ=∇·up = 0），所以才能得到公

式(1.185)的表达式。

接下来考虑如何在公式(1.179)中消去 up，来获取 us 所满足的方程。

想要消去 up，必然要引入旋度运算，这里利用引理1.9的场论恒等式(1.163)，将
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∇(∇·up )进行替换，再结合 up 为无旋场，可得到：

(λ+µ)∇2up +µ∇2(up +us) = ρ(üp + üs) (1.186)

引理 1.12 (含 Laplace算子的基本关系式)

♥

对Rn空间中的任意向量 u，有如下基本关系式：

∇× (∇2u) =∇2(∇×u) (1.187)

证明 本证明还是先采用 Cartesian坐标系下的标准正交基
(
i , j ,k

)
进行展开推导，完备

的证明介绍见附录E.4。根据公式(1.181)，直接计算：

∇× (∇2u) =
(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2

)∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ux uy uz

∣∣∣∣∣∣∣∣=∇2(∇×u) (1.188)

结合引理1.12，对上式两边取旋度，可将 up 直接消去：

µ∇2(∇×us) = ρ(∇× üs) (1.189)

进一步化简则可得到单独 us 所满足的动力学方程：

∇× [
µ∇2us −ρüs

]= 0 (1.190)

与前面情况类似，这里不做赘述，直接给出：

µ∇2us −ρüs = 0 (1.191)

这样，便分别得到了两部分位移分量 up 和 us 所单独满足的动力学方程。将两个

公式(1.185)和(1.191)改写成统一的格式，则可得到固体中波动方程的完整形式：

∂2up

∂t 2
(r , t ) = c2

p ·∇2up (r , t ) (1.192)

∂2us

∂t 2
(r , t ) = c2

s ·∇2us(r , t ) (1.193)

其中，

cp =
√

λ+2µ

ρ
=

√
E(1−ν)

(1+ν)(1−2ν)ρ
(1.194)

cs =
√

µ

ρ
=

√
E

2(1+ν)ρ
(1.195)

可以看到，R3空间中，固体的声音传播显得较为复杂，需要展开成两部分。up =∇φ
这部分与流体中的形式完全相同，产生的是一个无旋位移；而 us =∇· A这部分则为无

散位移。根据定义1.5中对体积应变的描述可知，us =∇· A这部分位移扰动不会带来体

积的改变，即产生的是等容位移。

其实，由于场的概念比较抽象，所以上述解释还是并不直观。最直观的解释会放

在章节1.6.2进行详细介绍。

与流体部分类似，在固体中由于几何方程、本构关系等也均为线性运算，所以易

知不仅位移矢量 u满足波动方程，应变张量 Γ、应力张量 T 也均满足上述波动方程。
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�
笔记上述的固体波动方程推导过程其实略显繁琐。从数学上讲，还有很多更加简明巧

妙的推导方式。例如从公式(1.179)开始，直接应用引理1.9的场论恒等式(1.163)，则可

得到： [
(λ+2µ)∇2up −ρüp

]+ [
µ∇2us −ρüs

]= 0 (1.196)

对上式两边分别取散度和旋度，一样可以得到固体中波动方程的完整形式。

事实上，更往前一步，从公式(1.138)开始，即可直接运用 Helmholtz分解快速得

到下式（这也说明Helmholtz分解与引理1.9的场论恒等式(1.163)存在某种必然联系）：

∇·
[

(λ+2µ)∇2φ−ρ
∂2φ

∂t 2

]
+∇×

[
µ∇2 A −ρ

∂2 A

∂t 2

]
= 0 (1.197)

然后通过对上式两边分别取散度和旋度，可以得到标量势φ和向量势 A均满足类

似流体的完整波动方程。而位移矢量则可进一步通过标量势 φ和向量势 A得到，所以

也可以推导出固体中波动方程的完整形式。

本节主要是为了让固体中声波传递的几何与物理含义更加凸显，所以未采用以上

两种更加简洁且数学化的推导。

1.6 波动方程的解与含义

经过前面冗长的梳理与推导，本节终于可以开始回答前面提出的核心问题：为什

么方程是“波动”方程，以及方程里的参数到底指代什么。

由于无论如何变换声音传播的媒介，波动方程的形式永远保持不变（哪怕是 Eu-

clidean R3空间中矢量形式下的波动方程亦是如此，因为 Laplace算子本身就是对坐标

的二阶导数），只是参数 c的取值略有不同，所以可以用统一的方式来进行解释。

1.6.1 d’Alembert行波解

首先从最简单的一维形式开始分析，重新写出一维形式下的波动方程：

∂2u

∂t 2
(x, t ) = c2 · ∂

2u

∂x2
(x, t ) (1.198)

这是一个二阶偏微分方程，在没有给定边界条件和初始条件的情况下，可以先通

过如下方式给出其通解。

为了消去波动方程中的参数 c，这里可以巧妙地引入如下变量替换：

ξ= x + ct , η= x − ct (1.199)

根据微积分中复合函数求偏导数的链式法则有
∂u

∂t
= ∂u

∂ξ

∂ξ

∂t
+ ∂u

∂η

∂η

∂t
= c

(
∂u

∂ξ
− ∂u

∂η

)
(1.200)

进一步求二阶导数有

∂2u

∂t 2
= ∂

∂ξ

(
∂u

∂t

)
∂ξ

∂t
+ ∂

∂η

(
∂u

∂t

)
∂η

∂t
= c2

(
∂2u

∂ξ2
−2

∂2u

∂ξ∂η
+ ∂2u

∂η2

)
(1.201)
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同理可得：

∂2u

∂x2
= ∂2u

∂ξ2
+2

∂2u

∂ξ∂η
+ ∂2u

∂η2
(1.202)

将公式(1.201)和(1.202)代回公式(1.198)，则可得到：

∂2u

∂ξ∂η
= 0 (1.203)

上式分别对 ξ和 η进行积分，则有

u(x, t ) = f (ξ)+ g (η) = f (x + ct )+ g (x − ct ) (1.204)

其中，函数符号 f 和 g 为任意的可导函数。注意上式在积分时并未包含有积分常

数，因为常数项也可以包含在任意的函数 f (ξ)和 g (η)中。

考察下公式(1.204)的数形几何含义，会发现位移 u的解表现为两列任意函数向 x

轴左右两个方向的“无限平移”，平移的距离为 ct，如下图1.10所示（这里波形只是示

意）。由于参数 t 指代时间，所以参数 c的物理含义则为声音传播的速度。

𝑥

𝑢

𝑂

-𝑐𝑡 𝑐𝑡

图 1.10:一维声波解的含义

这里需强调的是，声音传播的速度与物质的扰动速度完全不同。前者代表一种

“表观现象”，描述了一种宏观的“能量传递”；而后者描述的是真实物质的运动状态。

两者不可混为一谈。人之所以能够听到声音，是由于媒介局部微扰动引起的能量变化

传递到了人耳。例如空气中声音的传播，其实就是气体的疏密变化在不停向前传递，

直到被人耳所感知到。

通过以上分析，可以总结出如下波动方程的性质：

性质在连续介质中，声音传播满足波动方程，其中参数 c为在媒介中的传播速度。

例题 1.1 试求声波在空气中传播的速度。

解气体中，声音传播速度的计算式应采用公式(1.36)。考虑到公式中的密度 ρ不易得

到，根据理想气体状态方程中的公式(C.7)可知：

c =
√

γp0

ρ0
=

√
γRg T (1.205)

要计算空气的气体常数 Rg，需要先分析下空气的摩尔质量。

空气中，主要包含 21%的氧气（O2）、78%的氮气（N2）、1%的稀有气体（以氩

气 Ar计算）和极少量的其他气体（忽略不计），因此空气的摩尔质量（不同元素的摩

尔质量可通过查表得到）可计算为（以下物理量均采用国际单位制，即 SI制）
m

N
= (21%×16×2+78%×14×2+1%×18)×10−3 = 2.874×10−2 kg/mol (1.206)
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此时空气的气体常数可通过摩尔气体常数 R（数值为 8.314 J/mol ·K）进行计算：

Rg = R/(m/N ) ≈ 289.28 J/kg·K；再代入空气的比热容比 γ= 1.4，温度 T = 15◦ = 288.15 K，

则可得到 15摄氏度下的声速大小：c ≈ 340 m/s。

接下来分别进一步考虑边界条件和初始条件的约束。

首先是边界条件。由于波动方程对坐标 x 是二阶导数，所以需要两个边界条件。

考虑长度为 L，且两端固定（位移 u永远为零）的一维波动，则对于任意 t ≥ 0，有

u(0, t ) = u(L, t ) = 0 (1.207)

由 u(0, t ) = 0代入公式(1.204)可得 f (ct )+ g (−ct ) = 0，即对任意自变量 τ有 g (τ) =
− f (−τ)，因此公式(1.204)可变化为

u(x, t ) = f (x + ct )− f (ct −x) (1.208)

由 u(L, t ) = 0代入上式(1.208)可得 f (L+ ct ) = f (ct −L)，即对任意自变量 τ有

f (τ) = f (τ+2L) (1.209)

因此函数 f (τ)是一个周期为 2L的周期函数，即在两端固定的情况下，施加扰动

产生的波一定是周期函数。

然后是初始条件，同样需要两个初始条件。这里给出位移 u和其对时间 t 的一阶

导数即速度的初始条件：

u(x,0) = u0(x),
∂u

∂t
(x,0) = v0(x) (1.210)

注意上面给出的是 t = 0时刻的位移分布函数 u0(x)和速度分布函数 v0(x)。

引理 1.13 (波动方程中位移分布函数与速度分布函数的性质)

♥

任意 t 时刻下，位移分布函数 u(x)和速度分布函数 v(x)均为奇函数，且均为周

期为 2L的周期函数，即给定时刻 t0，满足

u(x) =−u(−x), u(x) = u(x +2L) (1.211)

v(x) =−v(−x), v(x) = v(x +2L) (1.212)

证明 根据公式(1.208)可知，在任意 t0时刻有

u(x) = u(x, t0) = f (x + ct0)− f (ct0 −x) =−u(−x)

v(x) = ∂u

∂t
(x, t0) = c f ′(x + ct0)− c f ′(ct0 −x) =−v(−x)

(1.213)

上式中，由于参数 t 已固定，所以函数 f (x)退化为一元函数，可以用 f ′(x)指代

对 x的一阶导数。

当处于任意 t0时刻时，根据公式(1.209)可知 f (x) = f (x+2L)，即此时一元函数 f (x)

是周期为 2L的周期函数；对其两边同时求一阶导可得 f ′(x) = f ′(x +2L)。结合该两式，

代入公式(1.208)可分别得到：

u(x +2L) = u(x +2L, t0) = f (x +2L+ ct0)− f (ct0 −x −2L)

= f (x + ct0)− f (ct0 −x) = u(x)
(1.214)
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v(x +2L) = ∂u

∂t
(x +2L, t0) = c f ′(x +2L+ ct0)− c f ′(ct0 −x −2L)

= c f ′(x + ct0)− c f ′(ct0 −x) = v(x)
(1.215)

根据引理1.13可知，上述初始条件(1.210)中的 u0(x)和 v0(x)也均为奇函数和周期

为 2L的周期函数。

将初始条件(1.210)中的两式分别代回公式(1.204)有3

f (x)+ g (x) = u0(x) (1.216)

c f ′(x)− cg ′(x) = v0(x) (1.217)

对公式(1.217)进行积分，并考虑到 v0(0) = 0，则有

c f (x)− cg (x) =
∫x

0
v0(x)dx (1.218)

联立公式(1.216)和(1.218)，则可求得：

f (x) = 1

2

[
u0(x)+ 1

c

∫x

0
v0(x)dx

]
(1.219)

g (x) = 1

2

[
u0(x)− 1

c

∫x

0
v0(x)dx

]
(1.220)

由于 v0(x)为奇函数，所以有∫x

−x
v0(x)dx =

∫0

−x
v0(x)dx +

∫x

0
v0(x)dx = 0 (1.221)

联立公式(1.219)和(1.220)，并结合公式(1.221)，代回公式(1.204)可最终得到：

u(x, t ) = 1

2
[u0(x + ct )+u0(x − ct )]+ 1

2c

∫x+ct

x−ct
v0(x)dx (1.222)

以上波动方程的解也被称为达朗贝尔（d’Alembert）行波解。

考虑一种简化情况，初始速度分布函数设为零，此时可求得 f (x) = g (x) = 1
2 u0(x)，

再依照上述分析可知：

u(x, t ) = 1

2
[u0(x + ct )+u0(x − ct )]

u0(x) =−u0(−x), u0(x) = u0(x +2L)
(1.223)

这也是较为常见的一种一维波动方程的具体形式。另外，由于弦的振动也符合一

维波动方程，所以一般可以采用弦的振动模型来更加直观地说明波的传播。

例题 1.2 假设一种理想情况，在弦的振动模型中，弦长为 2，两端进行固定，即对于任意
时刻 t 有 u(0, t ) = u(2, t ) = 0，初始位移分布函数在 x > 0 时满足 u0(x) = 0.5e−100(x−1)2

，

初始速度分布函数 v0 = 0，波速 c = 0.02。试分析该情况下波传播的具体形式。

解聚焦于 x轴的正向范围，以 y轴表示位移 u，代入波速、边界条件和初始条件，可

以采用数值方法绘制出不同时刻下的波动状态，如下图1.11所示：

图1.11可以完全印证前述所提出的理论模型。首先，根据该模型的描述，应当采

用公式(1.223)进行分析。t = 0时刻往后，初始位移分布函数 u0(x)迅速分解成两个完

3这里也可采用公式(1.208)进行推导，两者本质完全相同。
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(a) t = 0时刻
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(c) t = 3时刻
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(d) t = 5时刻
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(e) t = 7时刻
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(f) t = 9时刻

图 1.11:不同时刻下弦的波动状态

全相同的波，开始向左右两个方向传播，符合公式(1.223)中的第一式，即代入初始条

件所满足的方程。

另外，在补全 x < 0的情况下，可以绘制出初始位移分布函数的函数图1.12。可

以明显看到该函数为奇函数，且是周期为 2L的周期函数。所以该模型也完全符合公

式(1.223)中的第二式，即代入边界条件所满足的方程。

𝑥

𝑢

𝑂−1−2 21

0.2

0.4

−0.4

−0.2

图 1.12:初始位移分布函数示意图
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进一步分析，有趣的是，尽管波的传播是在 (0,2)的范围内，但在补全 (−2,0)的范

围后，公式(1.208)也可以得到很好的解释。结合图1.12可以看到，从数形结合的角度，

公式(1.208)描述了两列以 x 轴奇对称、y 轴偶对称的初始波形，分别以速度 c 做反向

运动。当两者在 x 轴上有重叠部分时将会进行叠加，所以才会出现图1.11(e)和 (f)的

现象，即到达端点时波形快速消失然后变换到 y轴反向重新出现。

受公式(1.204)即 d’Alembert行波解通解的启发，在R3空间中，直观上会认为此时

波动方程的通解应该是一个沿空间中任意方向传播的行波，所以这时候需要一个向量

来指代方向。

考虑在 Cartesian坐标系下，给出 R3空间中任意一点所在平面的单位法向量 n =
(nx ,ny ,nz)（也可采用类似附录A.2中，相对于 Cartesian坐标系的三个方向余弦，即

n = (cosα,cosβ,cosγ)来描述），则其与该点矢径 r = (x, y, z)的点积为

n · r = nx x +ny y +nz z (1.224)

注意此时是给定了一点的方向，所以单位法向量 n = (nx ,ny ,nz)并不是关于坐标

的函数，而需要视作常向量来处理。

仿照公式(1.204)的推导过程，令

ξ= n · r + ct , η= n · r − ct (1.225)

此时位移矢量 u关于时间 t 的二阶导数，与公式(1.201)的形式完全相同。

而位移矢量 u关于空间坐标 x, y, z的二阶导数则需要做进一步分析。以位移矢量

u关于空间坐标 x的二阶导数为例，先写出其一阶导数的表达式：
∂u

∂x
= ∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+ ∂u

∂η

∂η

∂x
= nx

(
∂u

∂ξ
+ ∂u

∂η

)
(1.226)

则其二阶导数为

∂2u

∂x2
= ∂

∂ξ

(
∂u

∂x

)
∂ξ

∂x
+ ∂

∂η

(
∂u

∂x

)
∂η

∂x
= n2

x

(
∂2u

∂ξ2
+2

∂2u

∂ξ∂η
+ ∂2u

∂η2

)
(1.227)

考虑到 n为单位向量，即 n2
x +n2

y +n2
z = 1，则有

∇2u =
(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2

)
u = ∂2u

∂ξ2
+2

∂2u

∂ξ∂η
+ ∂2u

∂η2
(1.228)

接下来的后续推导则与一维形式下的完全一样，最终可给出如下 R3空间中波动

方程的通解：

u(r , t ) = u0
[

f (ξ)+ g (η)
]= u0

[
f (n · r + ct )+ g (n · r − ct )

]
(1.229)

其中，u0为与位移矢量 u同向或反向的任意常向量。这里给出 u0主要是为了指

代一个方向，如果换成其他标量函数的波动方程，则省去 u0即可。

上述通解即 d’Alembert行波解在R3空间中的整体形式。结合其几何含义可知，n

即为波的传播方向，函数 f 和 g 分别表示沿 n负向和正向的两列波，波速为 c。�
笔记公式(1.229)当然也不仅限于 Cartesian坐标系，在任意曲线坐标系下也成立。其实

上述推导过程所采用的基本思路，也都适用于曲线坐标系，只是公式会略有不同，但

结论都一样。所以这里不作细致推导，仅作基本描述。
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在 R3空间中，想从波动方程的通解进一步找到满足边界条件和初始条件的定解

是十分困难的。下面给出一个二维波动方程在空间中的可视化案例，感受下其波形的

复杂程度。

例题 1.3 假设一种理想情况，在二维振动模型中，边界 (x, y) 均为 0 到 2，四周进行
固定，即对于任意时刻 t 有 u(x,0, t ) = u(x,2, t ) = u(0, y, t ) = u(2, y, t ) = 0，初始位移分

布函数在 x, y > 0时满足 u0(x, y) = 0.5e−100[(x−1)2+(y−1)2]，初始速度分布函数 v0 = 0，波

速 c = 0.02。试分析该情况下波传播的具体形式。

解聚焦于 x轴和 y轴的正向范围，以 z轴表示位移 u，代入波速、边界条件和初始条

件，可以采用数值方法绘制出不同时刻下的波动状态，如下图1.13所示：

(a) t = 0时刻 (b) t = 1时刻 (c) t = 4时刻

(d) t = 7时刻 (e) t = 10时刻 (f) t = 13时刻

图 1.13:不同时刻下的二维波动状态

可以看到，当波刚开始运动时确实符合公式(1.229)所推导出的通解结果，即朝四

周进行传播。但是在遇到边界阻碍后，波之间产生了叠加作用，会使得后续的波形变

化逐渐复杂。

所以，实际声学问题当中，更合适的方式是根据具体情况直接通过方程形式和特

定条件寻求波动方程的定解，或者采用数值方法来求解。

1.6.2 平面波的行波解

根据上一节的分析，如果物质内某一点受到振源的振动，其所引起的位移及其他

局部物理量，就将以波的形式从该点向四周进行传递。

考虑一种被称为平面波的简化情况：在固体中，假设此时的扰动需要传递到离振

源较远的位置，将振源中心与该位置点连成一条直线，则波向该点进行传播时，受扰
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动的物理量可以视作只受该直线上单一方向的影响。以该直线为 x 轴建立 Cartesian

坐标系，则对于固体形式波动方程的原始形式(1.138)来说，位移矢量 u可视作仅仅是

x坐标和时间 t的多元函数，而对 y和 z坐标的导数则全部为零。此时公式(1.138)可转

化为如下分量形式：

(λ+µ)
∂2ux

∂x2
i +µ

(
∂2ux

∂x2
i + ∂2uy

∂x2
j + ∂2uz

∂x2
k

)
= ρ

(
∂2ux

∂t 2
i + ∂2uy

∂t 2
j + ∂2uz

∂t 2
k

)
(1.230)

合并分量式则可得：

∂2ux

∂t 2
(x, t ) = c2

p · ∂
2ux

∂x2
(x, t )

∂2uy

∂t 2
(x, t ) = c2

s ·
∂2uy

∂x2
(x, t )

∂2uz

∂t 2
(x, t ) = c2

s ·
∂2uz

∂x2
(x, t )

(1.231)

再应用 d’Alembert行波解可知，此时在固体中位移矢量 u可以被分成两部分，一

部分（up = ux i）沿波传播的方向（即 x轴方向），一般称为纵波，波速为 cp；而另一

个波（us = uy j +uz k）的位移方向与波的传播方向垂直，一般称为横波，波速为 cs。

对照R3空间中固体波动方程的推导过程可进一步得知：

∇×up =∇×ux i =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ux 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣= 0

∇·us =
∂uy

∂y
+ ∂uz

∂z
= 0

(1.232)

所以纵波与横波的分解也刚好对应无旋波与等容波的分解。若反过来求解，并考

虑到 Cartesian坐标系下的几何方程(1.112)，则有

∇·up = ∂ux

∂x
= εxx

∇×us =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 uy uz

∣∣∣∣∣∣∣∣=−∂uz

∂x
j + ∂uy

∂x
k =−2γxz j +2γx y k

(1.233)

从上式可以看到，在固体中，纵波的传递伴随有物体体积的胀缩，是由正应力完

成的局部拉伸与压缩，而横波的传递与物体的体积变化无关，却有旋转的倾向，是通

过剪切力来完成的局部微扰动。所以，前述的下标 p 也可以表示为压缩（Pressure），

而 s可以表示为剪力（Sheer）。

从以上分析还可得知，对于固体、液体、气体三种连续媒介形态来说，纵波均可

以在其中进行传递，而横波只能在固体中传递。

根据公式(1.194)和(1.195)，考察下两种波速 cp 和 cs 的比值有

cp

cs
=

√
2−2ν

1−2ν
(1.234)

由于 Poisson比 ν取值在 (0,1)之间，所以可知纵波的波速大于横波的波速。
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横波与纵波的概念较为清晰直观，所以经常用于对波动现象的描述中。比如，一

维形式下各类媒介中声波的传播均为纵波，而弦的振动为横波，附录H.6介绍的平面

电磁波也是一种横波（且可以不借助媒介在真空中进行传播）。另外对于纵波波速 cp

来说，若忽略 Poisson比 ν，则与一维形式下弹性体的波速 c完全一致。�
笔记对于横波和纵波在平面波中的引出，还可以采用纯矢量的方式进行阐述。这里利用

Cartesian坐标系做一简要证明。假设位移矢量 u的平面波传播方向用单位常向量 n =
(nx ,ny ,nz)指代，写出此时位移矢量 u在R3空间的 d’Alembert行波解，即公式(1.229)，

结合引理1.10介绍的含 Hamilton算子的函数积的微分运算式(1.164)和(1.165)，分别考

察位移矢量 u的散度和旋度，有

∇·u =∇[
f (n · r + ct )+ g (n · r − ct )

] ·u0

= [(
f ′+ g ′) (n · i ) i + (

f ′+ g ′)(n · j
)

j + (
f ′+ g ′) (n ·k)k

] ·u0

= (
f ′+ g ′)n ·u0

(1.235)

∇×u =∇[
f (n · r + ct )+ g (n · r − ct )

]×u0

= [(
f ′+ g ′) (n · i ) i + (

f ′+ g ′)(n · j
)

j + (
f ′+ g ′) (n ·k)k

]×u0

= (
f ′+ g ′)n ×u0

(1.236)

所以，若位移矢量 u的散度为零，即为等容波，则有(
f ′+ g ′)n ·u0 = 0 → n ·u = 0 (1.237)

说明此时位移矢量 u与平面波传播方向垂直，即为横波。

若位移矢量 u的旋度为零，即为无旋波，则有(
f ′+ g ′)n ×u0 = 0 → n ×u = 0 (1.238)

说明此时位移矢量 u与平面波传播方向平行，即为纵波。

结论本章介绍了声学相关的基础理论，回答了如下基本问题：

振源的振动带来了波动现象。例如弦的振动可视为一种振源的振动；

介质中的声音传递也是通过波动现象实现的。具体过程为：振源振动迫使介质

产生扰动，通过局部物质的拉伸与压缩，或剪切变形，以纵波或横波的形式沿固

定的方向进行传递。传播的介质不限，可以为气体、液体或固体；

无论是振源的振动，还是介质中的声音传递，均满足形式相同的波动方程，唯一

的区别在于波传播的速度不同。

此外，“为何只有乐器发出的声音，人类才会认为是音乐（乐音）”这一问题目前

还无法给出回答，将会放在下一章中具体介绍。
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内容提要

h 典型乐器声学分析

h Fourier变换

h 乐音的构成

h 十二平均律

h 原声乐器的声学解释

上一章以通用的方式介绍了声音的产生与传播。接下来本章将聚焦音乐与乐器声

学，探究为何乐器发出的声音是一种“特殊”的声音，即乐音。

2.1 典型乐器声学分析

首先，以乐器构型中的几种基本单元：弦、杆、膜和板，分别展开详细介绍。

2.1.1 弦振动的一般解

在上一章波动方程的求解中，d’Alembert行波解提供了一种思路，较好地给出了

各种参数的物理含义，但解的形式中需要给定初始位移分布函数和速度分布函数，所

以并不直观。本节考虑弦振动的具体情况，通过边界条件和初始条件的约束逐步给出

具体解的形式，以期对这种在乐器中极其常见的发声模式有一个较好的理解。

首先根据弦振动的具体理论模型，重新写出其所满足的波动方程，以及边界条件

与初始条件： 

∂2u

∂t 2
(x, t ) = c2∂

2u

∂x2
(x, t )

u(0, t ) = u(L, t ) = 0

u(x,0) =ϕ(x)

ut (x,0) =ψ(x)

(2.1)

上述方程组中，假定弦长为 L，两端固定，初始的位移分布函数为 ϕ(x)，速度函

数为ψ(x)。想要给出该波动方程的解，目前只能通过“猜”一个解的形式来进行。考

虑到波动方程是一个二阶偏微分方程，所以可行的方案是先通过分离变量的方法给出

一个形式解（后面会分析使用分离变量法的条件），如下：

u(x, t ) =Φ(x)Ψ(t ) (2.2)

将上式代回波动方程并整理可得到分离变量后的表达式：

c2 · Φ
′′(x)

Φ(x)
= Ψ′′(t )

Ψ(t )
(2.3)
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上式成功将自变量 x 和 t 分离到等式两端。两个不同自变量的函数表达式相等，

只有一种可能，即表达式恒等于一个常数，可记为 −ω2（后面会逐渐理解这样表示的

原因），则关于Φ(x)的表达式可变为

Φ′′(x)+
(ω

c

)2
Φ(x) = 0 (2.4)

上式是一个很常规的线性齐次常微分方程，具有如下形式的通解：

Φ(x) =C1eλx +C2e−λx (2.5)

其中，λ=
√

−(
ω
c

)2
。C1,C2为积分常数。

根据所构造的定解形式和方程本身的边界条件可知：

u(0, t ) =Φ(0)Ψ(t ) = 0

u(L, t ) =Φ(L)Ψ(t ) = 0
(2.6)

上述两式对任意时刻 t 均满足，所以可以得到如下常微分方程(2.4)所满足的两个

边界条件：

Φ(0) =Φ(L) = 0 (2.7)

接下来再对
(
ω
c

)2
进行分情况讨论，给出方程(2.4)的定解。

当
(
ω
c

)2 < 0时，对通解(2.5)代入两个边界条件(2.7)可知：由于此时 C1,C2的系数

均为实数常数，所以只有零解，即C1 =C2 = 0；

当
(
ω
c

)2 = 0时，同样只有零解；

当
(
ω
c

)2 > 0时，λ为虚数，需要先引入如下 Euler公式。

定理 2.1 (欧拉（Euler）公式)

♥

复数域中，存在如下恒等式：

ejx = cos x + jsin x (2.8)

其中，e是自然常数，j是虚数单位a。

a虚数单位一般采用符号 i。由于本书后续将涉及许多数字信号处理的知识，所以沿用 j来表示。

证明 上述 Euler公式过于著名，但其证明一般较为繁琐，例如可以采用自然底数 e的

定义来引申证明，也可以利用各函数的 Talor展开来证明。这里提供一种巧妙的证法，

但需要先默认虚数 j符合实数域的求导法则。

由于 ejx 不可能为零，所以可定义如下函数 f (x)的表达式：

f (x) = cos x + jsin x

ejx
(2.9)

对其求一阶导数，则有

f ′(x) = (−sin x + jcos x) ·ejx − (cos x + jsin x) · j ·ejx(
ejx

)2

= −sin x ·ejx − j2 sin x ·ejx(
ejx

)2 = −sin x ·ejx + sin x ·ejx(
ejx

)2 = 0

(2.10)
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所以，函数 f (x)为常数函数。令 x = 0即可求得：

f (x) = f (0) = cos0+ jsin0

e0
= 1 (2.11)

对上式重新整理即可得到：

ejx = cos x + jsin x (2.12)

Euler公式也具有较好的几何含义，如下图2.1所示。

𝑥

𝑦

𝑂

ej𝜃

sin 𝜃

cos 𝜃

𝜃

图 2.1: Euler公式的几何表示

由于虚数单位 j其实具有逆时针旋转 90◦ 的本质（所以才可以在二维数轴上以

a+bj的形式来表示任意复数），若以 x轴作为实数轴，y轴作为虚数轴，则 ejθ可视作

复数域平面内的一个单位向量，随着角度 θ的变化而旋转。其在 x轴上的分量为 cosθ，

在 y轴上的分量为 sinθ，刚好符合复数域的向量表示法。

当 λ为虚数时，有 λ=±ω
c j。根据 Euler公式，此时通解(2.5)可进一步化简为

Φ(x) = A cos
(ω

c
x
)
+B sin

(ω
c

x
)

(2.13)

其中，A和 B 为新的积分常数。代入边界条件(2.7)可知：

A = 0,
ω

c
L = nπ, n = 1,2, · · · (2.14)

所以Φ(x)的定解是一系列正弦函数：

ωn = nπ

L
c, Φn(x) = Bn sin

(ωn

c
x
)

, n = 1,2,3, · · · (2.15)

进一步考虑Ψ(t )，可以用上述同样的步骤求得其通解为

Ψn(t ) =Cn cos(ωn t )+Dn sin(ωn t ) (2.16)

尽管此时有两个初始条件可以给出 Cn ,Dn 的具体表达式，但 ϕ(x)和 ψ(x)的函数

形式未给出，这里先不用考虑计算其定解，只需知道 Cn ,Dn 与初始的位移分布函数

ϕ(x)、速度分布函数ψ(x)，以及 Bn有关即可。

此时可以进一步将Φ(x)和Ψ(x)两部分解合并为完整的解，如下：

un(x, t ) = sin
(ωn

c
x
)

[an cos(ωn t )+bn sin(ωn t )] (2.17)
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其中，系数 an = BnCn , bn = BnDn。另外可以看出，ωn具有角频率的物理量含义。

由于对于所有 n = 1,2, · · ·，系列解 un(x, t )均满足所提出的波动方程，所以可以用

无穷级数的方式给出弦振动的一般解（区别于通解，表示还满足边界条件），如下：

u(x, t ) =
∞∑

n=1
sin

(ωn

c
x
)

[an cos(ωn t )+bn sin(ωn t )] (2.18)

上式还可进一步化简，考虑到三角函数中的两角和差公式 sin(α+β) = sinαcosβ+
cosαsinβ，则可以通过构造

sinφn = an√
a2

n +b2
n

, cosφn = bn√
a2

n +b2
n

(2.19)

对公式(2.18)进行最终变化：

u(x, t ) =
∞∑

n=1

√
a2

n +b2
n sin(ωn t +φn)sin

(ωn

c
x
)

(2.20)

可以看到，相比于 d’Alembert行波解，本节通过无穷级数的方式给出了由一系列

看上去“不会传播”的波形组成的特殊解。即对于每一项 un(x, t )，随着时间推移，其

上任意一点 x均以相同的正弦函数波形做上下的周期振动（不会产生错位），只是振

幅不同而已（振幅大小与 x有关，也符合正弦函数的变化），而没有从宏观上产生向

两边“传播出去”的趋势。这种波动形式较为常见，被称为驻波。

注根据以上推导过程，可以总结下偏微分方程应用分离变量法的条件：

1. 偏微分方程是齐次的，即方程每一项关于自变量的次数均相等（一般是零次，即

不包含自变量组成的自由项函数），这样才能写出形如公式(2.3)的分离变量形式；

2. 边界条件也是齐次的，即边界条件也不含自变量组成的自由项函数，这样才能

给出形如公式(2.7)的分离变量后的边界条件。

3. 偏微分方程是线性的，即方程的导数之间是线性运算，这样才能应用叠加原理

得到无穷级数形式的一般解，即公式(2.18)。

例题 2.1 假设一种实际情况，在弦的振动模型中，弦长为 2π，两端进行固定，即对于

任意时刻 t 有 u(0, t ) = u(2π, t ) = 0，初始位移分布函数未知（小扰动），初始速度分布

函数 v0 = 0，波速 c = 0.5。试分析该情况下波传播的具体形式。

解聚焦于 x轴的正向范围，以 y轴表示位移 u，由初始速度分布函数 v0 = 0可进一步

化简上述弦振动的一般解公式(2.20)。

首先由于 u(x, t ) =Φ(x)Ψ(t )，考虑到Ψ(t )的表达式(2.16)，其一阶导数在零点处

Ψ′
n(0) = Dn ·ωn (2.21)

而初始速度分布函数 v0(x) = u′(x,0) =Φ(x)Ψ′
n(0) = 0，所以必须满足Dn = 0，进一

步推出 bn = 0。此时公式(2.20)可简化为

u(x, t ) =
∞∑

n=1
an sin

(
ωn t + π

2

)
sin

(ωn

c
x
)
=

∞∑
n=1

an cos
(nπ

L
ct

)
sin

(nπ

L
x
)

(2.22)

将 an 简化为单位系数，并代入弦长和波速的数值，可以绘制出不同时刻下的波

动状态，这里以单一的 n = 3情形为例，如下图2.2所示：
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𝑥

𝑢

𝑂

𝑡 = 0 𝑡 = 1 𝑡 = 2 𝑡 = 3 𝑡 = 4

0.5

1.0

−1.0

−0.5
1 2 3 4 5 6

图 2.2:弦振动的驻波解

可以看到，弦振动的解产生的为驻波，且波形为周期函数。

下面展示下不同 n取值情况下的初始波形，如下图2.3所示：

𝑥

𝑢

𝑂

0.4

0.8

1 2 3 4 5 6

(a) n = 1

𝑢

𝑂
𝑥

𝑂

0.5

1.0

1 2 3 4 5 6

−1.0

−0.5

(b) n = 2

𝑢

𝑂
𝑥

0.5

1.0

1 2 3 4 5 6

−1.0

−0.5

(c) n = 4

𝑢

𝑂
𝑥

0.5

1.0

1 2 3 4 5 6

−1.0

−0.5

(d) n = 4

图 2.3:不同 n取值情况下弦振动的初始波形

上述不同 n取值情况下的波形也被称为弦振动的第 n个模态。n个模态的波形叠

加，形成了弦振动一般解的完整形式。值得注意的是，尽管针对单个模态而言，每个

波形均为驻波，但合并起来的完整波确实有可能在“传播”的。

进一步考察上述例题2.1中，弦振动的一般解与 d’Alembert行波解的关系，会发现

其实两者完全相同。事实上，公式(2.22)可根据三角函数中的积化和差公式 cosαsinβ=
1
2

[
sin

(
α+β

)− sin
(
α−β

)]
改写为如下形式：

u(x, t ) =
∞∑

n=1

an

2

[
sin

(nπ

L
ct + nπ

L
x
)
− sin

(nπ

L
ct − nπ

L
x
)]

=
∞∑

n=1

an

2

[
sin

(nπ

L
x + nπ

L
ct

)
+ sin

(nπ

L
x − nπ

L
ct

)]
=

∞∑
n=1

an

2

[
sin

ωn

c
(x + ct )+ sin

ωn

c
(x − ct )

] (2.23)

该形式与初始速度分布函数为零的 d’Alembert行波解公式(1.223)可以完全对应
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上，其相互关系为

u0(τ) =
∞∑

n=1
an sin

(ωn

c
τ
)
=

∞∑
n=1

an sin
(nπ

L
τ
)

(2.24)

以上可以得出一个十分有趣的结论，即周期函数可以拆解为一系列基础的三角函

数之和。后续章节2.2将会对该数学结论做一般化阐述。�
笔记需要说明的是，尽管描述的情形应当相同，但例题1.2与例题2.1所展示的波动解

却大相径庭。主要原因在于例题1.2所构建的模型其实是一种理想模型，为了描述行波

的运动过程“虚构”了一个初始位移分布函数 u0，其并不满足驻波形成的条件，即需

要两列沿相反方向传播的振幅相同、频率相同的波（一般通过反射得到）进行叠加。

事实上，只要将例题1.2中的弦长 L改为 2π，初始位移分布函数 u0(x)改为本节介

绍的任一模态 sin
(ωn

c x
)= sin

(nπ
L x

)
, n = 1,2, · · ·，即可得到对应模态的驻波解。

2.1.2 细杆中的弯曲波

在乐器声学的振源中，杆也是一种基本的发声单元。通常情况下，沿杆件长度方

向的尺寸远大于横截面的尺寸，所以极易在杆件长度方向上产生振动，主要表现为横

波。但与弦的振动不同的是，杆主要通过自身刚度（抵抗弹性变形的能力）提供恢复

力，完成初始扰动后的弯曲波动现象。

沿着杆长方向和垂直杆长方向建立坐标系，当杆受扰动进行振动时，在杆上选取

微元体进行受力分析，以上描述可转化为如下示意图2.4：

图 2.4:杆的振动发声示意图

杆作为固体类物质的一种，可以借鉴前述固体中声波的部分分析方法。这里先讨

论下杆的变形情况。根据上图2.4所示，需要引入如下假设：

假设细杆在弯曲状态下所满足的位移/应变假设：

由于弯曲振动沿 z方向，所以 uz 可以视作 x的函数，即 uz = uz(x)；
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细杆沿 y方向上没有产生位移，所以 uy = 0；

细杆横截面上沿 z方向较难产生剪切变形，所以 γxz = γzx = 0。

将第三个位移假设代入固体的几何方程(1.112)中关于 γzx 的计算式有

∂ux

∂z
=−∂uz

∂x
(2.25)

根据第一个位移假设，uz 此时只是 x的一元函数，所以等式右端与 z无关，上式

可以直接积分得到：

ux =−z
∂uz

∂x
(2.26)

上式考虑到了边界条件 (ux)(z=0) = 0，即小扰动情况下杆的中性层上没有沿 x方向

的位移，所以消去了积分常数。

以上分析较为抽象，这里还可以给出一种几何解释。ux的产生主要是受到了杆单

元旋转的影响，其表达式可通过上图2.4中第一个虚线框所示的几何关系得到：

ux =−(z −uz) · sinθ ≈−z
∂uz

∂x
(2.27)

其中考虑到小扰动，所以忽略了上式中的 uz；另外，由于 θ较小，所以用 tanθ = ∂uz
∂x

即杆弯曲的斜率代替了 sinθ。

从以上几何描述可以看到边界条件 (ux)(z=0) = 0建立的原因，即小扰动情形下可

以视作永远把坐标系中心放在杆的中性层上，所以尽管中性层也会弯曲，但在任意方

向上均不会产生位移。

综合以上并结合第二个位移假设，再次代入几何方程的展开式(1.112)，则可得到

细杆在弯曲状态下的应变关系：

εxx =−z
∂2uz

∂x2
, εy y = εzz = γx y = γy z = γzx = 0 (2.28)

接下来讨论杆的本构关系。这里也需要提前引入一些假设：

假设细杆在弯曲状态下所满足的应力/本构关系假设：

弯曲状态下，杆所满足的本构关系式(1.123)中，正应力 σy y 和 σzz 可忽略不计；

同理剪切应力 τx y 和 τy z 也可忽略不计；

再考虑到应变关系式(2.28)的原因，本构关系式(1.123)中，关于 εy y 和 εzz 的项需

要舍弃，否则等式无法成立。

根据以上假设化简本构关系式(1.122)，可进一步得到细杆中应力与应变的关系：
εxx = 1

E
σxx

γzx = 1

2G
τzx = 1

2G
τxz

(2.29)

理论上讲，推导至此已经可以根据所建立的应力表达式来构建细杆弯曲的动力学

方程。可上式中的切应力 τzx 目前仍无法计算。需要说明的是，尽管前面已经明确了

剪切应变 γzx = γxz = 0，但由于杆件的剪切模量 G 较大（可以理解为杆件极难进行上

下的错位形变），仍可认为剪切应力 τxz 不为零（所以上式(2.29)中保留了 τxz 项）。

为实现对切应力 τzx 的计算，这里从杆件的受力分析进行讨论。杆的弯曲振动主
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要产生自外部集中力或分布力的扰动（例如敲击、弹拨等），所以纯弯曲的情形是极

少的，一般会受到剪力和弯矩的共同作用。这里分别用图2.4中所示的 Fs和My（根据

右手定则沿 y轴的力矩）表示。

上述两者的方向沿用材料力学中的正负号规定（这里仅需注意剪力弯矩的符号对

应关系即可，不用规范剪力和弯矩单独的正负号），即当施加向下的集中力或分布力使

得杆件弯曲时，微元体有顺时针旋转和向内凹陷的趋势，所以剪力满足“左上右下”，

弯矩满足“左顺右逆”，如图2.4右上方虚线框中所示。按照此约定，杆件右端的剪力

Fs 朝向向下为正，而弯矩My 的力矩方向沿 y轴负向为正。

所以，由于右端的剪力 Fs 即为杆件横截面（其面积为固定的几何量，假设为 A）

上的剪切应力合力，根据符号规定应当满足 Fs =−τxz A。

进一步考虑弯矩 My。由于杆是沿着 z 方向做弯曲振动，所以将在其弯曲内侧产

生压缩而外侧产生拉伸，中间的中性层满足材料力学中的平截面假设，既不拉伸也不

压缩。另外其内外侧的拉压程度与离中性层的距离成正比，如上图2.4左边虚线框中所

示，正应力 σxx 在横截面上的合力将会形成一个沿 y轴正向的力矩作用。根据力矩分

析，此时弯矩My 满足

My =−
∫

A
σxx(x, y, z)zdA (2.30)

将公式(2.28)代入公式(2.29)则有

σxx = Eεxx =−E z
∂2uz

∂x2
(2.31)

弯矩My 可根据上式(2.31)变化为

My =
∫

A
E z2∂

2uz

∂x2
dA = E

∂2uz

∂x2

∫
A

z2dA = E Iy
∂2uz

∂x2
(2.32)

上式中，Iy =
∫

A z2dA与杆的横截面结构有关，是一个固定的几何量，在材料力学

中一般称为惯性矩。当横截面为矩形（宽高分别设为 b,h）时有

Iy =
∫

A
z2dA =

∫ h
2

− h
2

z2

(∫ b
2

− b
2

dy

)
dz = bh3

12
(2.33)

可以看到，通过以上分析已经建立起弯矩My 与弯曲位移 uz之间的关系。为了推

导出其与切应力 τxz 之间的表达式，还需要建立起弯矩My 与剪力 Fs 之间的联系。

在杆中截取某一单元，根据图2.4上面右边虚线框中所示的剪力弯矩示意图，考虑

中心点在右端的力矩平衡关系，则有

My (x)+Fs(x) ·∆x = My (x +∆x) (2.34)

对上式移项并取极限 ∆x → 0，则可得到：
∂My

∂x
= Fs (2.35)

�
笔记为保持与前述章节的统一，上述应变关系式(2.28)采用了弹性力学的描述方法。当

然这部分也可以采用材料力学中的推导方法，即通过杆的弯曲曲率来计算，可以得到

同样的结果，这里不做赘述；而公式(2.35)描述的剪力弯矩微分关系，其实也可以采用
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弹性力学的方式进行推导，但过程较为繁琐，所以这里还是选择通过宏观的微元体上

剪力与力矩的平衡关系来建立。

接下来，基于以上基础，再根据前面固体声波章节的介绍，可以建立如下细杆在

弯曲状态下的动力学关系式：

∇·T = ρ · ∂
2u

∂t 2
(2.36)

结合公式(1.96)，将上式在 Cartesian坐标系下展开，并考虑前述相关的应力假设

（σy y =σzz = τy z = τzx = 0），可得：
∂σxx

∂x
+ ∂τzx

∂z
= ρ · ∂

2ux

∂t 2

∂τxz

∂x
= ρ · ∂

2uz

∂t 2

(2.37)

上式(2.37)中的第一式计算的是沿杆长方向的位移 ux，所以可以不予考虑（虽然

确实可以求解）。而第二式则是所需要计算杆弯曲位移的表达式。

联立公式(2.32)和(2.35)，并考虑到 Fs =−τxz A，代入公式(2.37)中的第二式，可求

得细杆中弯曲波所满足的波动方程表达式：

∂2uz

∂t 2
(x, t ) =−c2

0K 2 · ∂
4uz

∂x4
(x, t ) (2.38)

其中，

c0 =
√

E

ρ
, K =

√
Iz

A
(2.39)

值得说明的是，公式(2.38)并不具备前述波动方程的统一形式，所以这里对方程中

的系数做了一定归纳处理，以便进一步的分析说明。

首先，参数 c0具有一般波动方程中波速的定义。若固体声波中的无旋波波速 cp

忽略 Poisson比 ν的影响，则与这里的参数 c0完全一致。虽然细杆中的弯曲波体现为

横波，但弯曲的扰动主要由正应力 σxx 提供，所以参数 c0具有纵波的特质，与 cp 的

特征相吻合。

而参数 K 为固定的几何量，与细杆横截面的结构有关。比如当横截面为矩形（宽

高分别设为 b,h）时有

K =
√

bh3

12
· 1

bh
=

√
h2

12
(2.40)

此时参数 K 仅与截面高度 h有关，而与宽度 b无关。

接下来考虑如何对方程(2.38)进行求解。这里还是可以利用分离变量法，即令

uz(x, t ) =Φ(x)Ψ(t ) (2.41)

代入原式(2.38)进行整理可得到分离变量后的表达式：

−c2
0K 2 · Φ

(4)(x)

Φ(x)
= Ψ′′(t )

Ψ(t )
(2.42)

其中，Φ(4)(x)即代表函数Φ(x)对 x的四阶导数。

与弦振动一般解的步骤类似，这里可以令公式(2.42)恒等于常数−ω2。此时先考虑
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Ψ(t )所形成的方程有

Ψ′′(t )+ω2Ψ(t ) = 0 (2.43)

该常微分方程的通解与公式(2.16)完全一样，即为一系列三角函数的叠加。这里可

以提前根据两角和差公式对其做一点简化，得到：

Ψn(t ) = A′
n sin(ωn t +φn) (2.44)

注意此时公式中的角频率 ωn仍未知，需要根据具体的边界条件来确定。

继续考虑对Φ(x)的求解，写出其常微分方程式：

Φ(4)(x)−
(
ω

c0k

)2

Φ(x) = 0 (2.45)

尽管该式为四阶常微分方程，但从其结构上依旧可以看出形如 eλx 的函数能够满

足该方程的解。将该试探解代回方程(2.45)可得：

λ4 =
(

ω

c0K

)2

(2.46)

此时 λ存在四个根，分别为
λ=±

√
ω

c0K
=±ω

c

λ=±j

√
ω

c0K
=±j

ω

c

(2.47)

其中，c =p
c0ωK，是一个具有速度量纲的量。这样替换的目的是为了与弦振动

的一般解形式保持一致，可以更方便后续了解其物理含义。

所以，方程(2.45)存在四个形如函数 eλx 的特解，其中 λ=±ω
c , ±jωc。

由于指数形式的表达式物理含义不明显，这里可以对其做一些变换。由于方

程(2.45)为线性常微分方程，所以四个特解的线性组合也为该方程的特解。

根据定理2.1介绍的 Euler公式，以及双曲函数 cosh和 sinh的定义有，

cos x = 1

2

(
ejx +e−jx)

sin x =−1

2
j
(
ejx −e−jx)

cosh x = 1

2

(
ex +e−x)

sinh x = 1

2

(
ex −e−x)

(2.48)

则方程(2.45)的通解可通过特解的线性组合给出：

Φn(x) = B ′
n cos

ωn

c
x +C ′

n sin
ωn

c
x +D ′

n cosh
ωn

c
x +F ′

n sinh
ωn

c
x (2.49)

注意这里参数均加了下标 n，主要是依据弦振动一般解的经验，在引入边界条件

后，将会产生一系列三角函数的叠加解。

合并 Φ(x)和Ψ(t )通解的表达式，可得到如下细杆中弯曲波的最终通解形式（由

于只存在一个方向的弯曲位移 uz，这里均用 u对其简化表达）：

un(x, t ) =
(

An cos
ωn

c
x +Bn sin

ωn

c
x +Cn cosh

ωn

c
x +Dn sinh

ωn

c
x
)

sin(ωn t +φn) (2.50)
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其中，An , Bn , Cn , Dn 为合并后新的积分常数，需通过给定的边界条件与初始条

件确定其具体数值。

接下来简要分析下此时参数 c 的物理含义。若仅取 Φ(x)通解中的正弦项，并令

Ψ(x)通解中的相位 θn = π
2，则上式(2.50)可简单写为

un(x, t ) = Bn cos(ωn t )sin
(ωn

c
x
)

(2.51)

该形式与弦振动一般解中的公式(2.22)完全一致，也可以通过积化和差公式改写

为如下行波解的表达式：

un(x, t ) = Bn

2

[
sin

ωn

c
(x + ct )+ sin

ωn

c
(x − ct )

]
(2.52)

所以可以看到，此时参数 c的定义刚好为细杆中弯曲波传播的波速。但是与其他

波动方程不同的是，此时的波速 c =p
c0ωnK 是一个与系列波频率相关的参数，并非

为定值，表现为不同频率的波传播速度不同，即会产生弥散现象。

对于细杆弯曲波的波动方程求解，并未像弦振动的一般解一样一开始便代入边界

条件，原因在于细杆可能存在好几种不同的边界条件情形，以下列举几种：

固定端边界：

细杆的一端呈现被“嵌入”的状态，既不能平动也不能转动。此时该处的 z方向

位移 uz 为零，同时 x方向位移 ux（旋转的倾向）也为零，所以可得到：

uz = 0,
∂uz

∂x
= 0 (2.53)

固定铰边界：

细杆的一端呈现被铰链“套住”的状态，不能平动但可以转动。此时该处的 z方

向位移为零，由于可以转动，所以无法承受弯矩，即My 为零，所以可得到：

uz = 0,
∂2uz

∂x2
= 0 (2.54)

自由端边界：

细杆的一端完全自由，不能承受任何力或弯矩。此时该处的弯矩My 为零，同时

剪力 Fs 也为零，所以可得到：

∂2uz

∂x2
= 0,

∂3uz

∂x3
= 0 (2.55)

实际情况中，杆的两端分别需要一个上述边界条件，四个等式刚好对应偏微分方

程(2.38)中关于 x的四阶项，理论上可以求解出波动方程的定解。具体的应用案例将会

放在后续章节2.6中介绍。

2.1.3 平面薄膜振动

平面薄膜的振动作为乐器声学中的典型振动模型之一，似乎可以看作是弦振动的

扩展，比如假想将弦密集排布则可以形成一张薄膜，且两者之间均依靠外部张力提供

振动时的恢复力，而可以忽略此时自身重力或刚度的影响。

但若仔细推敲便会发现其中难解之处。弦的振动本应看作是一个二维模型（振动
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方向与弦长方向垂直），但却满足一维波动方程；若想进一步将其推广至平面薄膜情

形，会发现并不能直接做一个简单的升维处理。所以这里必须要重新建立平面薄膜振

动所满足的动力学方程。

首先分析下平面薄膜的振动形式。一张薄膜被张紧后形成了一个二维平面，对其

表面进行外部扰动（一般是敲击），则薄膜开始振动。此时薄膜上每一点均可看作是

在垂直方向上做上下往复运动，而宏观上看则会形成波动现象（与弦的振动类似）。

所以这并不是一个简单的二维平面分析或三维空间分析，而是一个嵌入在三维空

间中的光滑曲面分析。

曲面的参数化分析难度较大，这里采用曲面参数 (ξ,η)向 Cartesian坐标 (x, y, z)进

行映射的定义方式，仅列出相应的基本概念，以及简要说明。

定义 2.1 (正则曲面)

♣

一个集合 Σ⊂R3为正则曲面，当且仅当存在一个映射，满足以下形式：

Σ (xΣ) :R2 3 xΣ =
[

ξ

η

]
7→Σ (xΣ) =


x

y

z

 ∈R3 (2.56)

其中，向量形式 Σ (xΣ) = r (ξ,η) = [
x(ξ,η), y(ξ,η), z(ξ,η)

]>
都是 3次以上连续可微

的，处处是正则点的参数曲面。

以上定义中：

1. 对于正则曲面，Σ (xΣ)均需要 3次以上连续可微的原因在于，曲面的几何不变量

涉及到 Σ (xΣ)的 3阶导数；

2. 处处是正则点，表示曲面在所形成的参数曲线上的切线是完全确定的，即对于

任意的曲面参数 (ξ,η)，有 ∂Σ
∂ξ , ∂Σ∂η 6= 0（参数曲线的切向量）。

从上述定义可以看出，曲面的参数化模型为向量值映照（R2 7→R3）。

参数曲面有一种特殊形式如下：

z = z(ξ,η) = z
(
ξ(x, y),η(x, y)

)
(2.57)

该形式下曲面的参数方程可表示为

r = (
x, y, z(x, y)

)
(2.58)

这种曲面形式被称为蒙日（Monge）形式，可以通过上式直接证明，用Monge形

式给出的曲面都是正则的。

对平面薄膜振动的几何模型进行参数化分析，会发现其也是一种典型的Monge曲

面，即可以用二维坐标 (x, y)描述薄膜上各点的固定位置，而用 z 方向刻画薄膜上各

点的振动位移（用任意曲面参数 (ξ,η)的一般化推导可参考附录E.8）。此时考虑该 R3

空间中的某个曲面区域 Σ（面积为 S，边界的光滑闭曲线用 ∂Σ表示，周长为 l），张力

T（大小可视为常数）则均匀分布在曲面的边界 ∂Σ上，如下图2.5所示：

由于曲面边界 ∂Σ可能产生任意形态，所以该模型下张力 T 的方向是变化的。但
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图 2.5:薄膜振动的参数化几何模型

根据平面薄膜振动的物理构型可以发现，指代张力 T 方向的单位矢量（图示单位向量

τ）永远在曲面上该点的切平面上，即与图示曲面单位法向量 n垂直；同时还垂直于

曲面边界 ∂Σ，即与图示单位切向量 t 也垂直。

为了求得此时薄膜曲面边界 ∂Σ上的合力，需要给出单位向量 τ的具体表达式。但

是从图2.5所示的几何构型上分析，单位向量 τ可能指向任意的方向，无法直接给出一

个固定的参数化表示，所以只能退而求其次，从曲面的投影开始重新思考。

假设曲面边界 ∂Σ在 x y平面上的投影为图2.5所示的虚线闭曲线，则可以定义投影

曲线的单位切向量 s，为曲面边界 ∂Σ曲线的单位切向量 t 在 x y 平面上的投影。由于

曲面边界 ∂Σ为任意三维曲线，所以其投影曲线形状也并不固定，只能令 s = (sx , sy ,0)，

其中 s2
x + s2

y = 1；或者可以用单参数来表示，例如 s = (cosθ, sinθ,0)，其中 θ为 s与 x轴

的夹角。此时若求得曲面单位法向量 n，则单位切向量 t 可通过与单位法向量 n的垂

直关系，且投影向量为 s来导出。随后单位向量 τ即可通过 t ×n得到。

首先根据定义2.1重新给出薄膜曲面的参数化表达式如下：

Σ (xΣ) :R2 3 xΣ =
[

x

y

]
7→Σ (xΣ) =


x

y

z = u(x, y)

 ∈R3 (2.59)

其中，u(x, y)表示薄膜在 z方向上的位移偏量，同时也是待求解的薄膜振动位移。

对该曲面参数化构型进行求导可得：

Σx = ∂Σ

∂x
(x, y) =


1

0
∂u
∂x

 , Σy = ∂Σ

∂y
(x, y) =


0

1
∂u
∂y

 (2.60)

根据矢量形式下参数化构型导数的几何含义，Σx 和 Σy 分别代表曲面上沿 x和 y

方向参数曲线的切向量。所以给定曲面上一点，求得的Σx 和Σy 刚好在曲面上张成唯

一的切平面，此时曲面法向量 n可根据下式求得：

n = Σx ×Σy∣∣Σx ×Σy
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

1 0 ∂u
∂x

0 1 ∂u
∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣=


−∂u
∂x

−∂u
∂y

1

 (2.61)
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上式考虑到薄膜振动为“微扰动”，而
∣∣Σx ×Σy

∣∣=√
1+u2

x +u2
y，所以对关于函数

u(x, y)偏导数的高阶项均进行了忽略。

由于 t⊥n，且在 x y平面上的投影向量为 s（这里采用 s = (sx , sy ,0)的定义），所以

可令 t = (sx , sy , tz)，根据 t ·n = 0求得 tz，从而给出曲面边界 ∂Σ的切向量 t 表达式：

t =
(

sx , sy ,
∂u

∂x
sx + ∂u

∂y
sy

)
(2.62)

这里切向量 t 依然可以视作单位向量。

此时，指代张力 T 的方向，即单位向量 τ可根据 τ= t ×n给出（忽略高阶项）：

τ= t ×n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

sx sy
∂u
∂x sx + ∂u

∂y sy

−∂u
∂x −∂u

∂y 1

∣∣∣∣∣∣∣∣=
[

sy ,−sx ,
∂u

∂x
sy − ∂u

∂y
sx

]>
(2.63)

根据薄膜振动的物理模型，此时需要计算张力 T 沿曲面边界 ∂Σ的分布合力。由

于张力为矢量，所以完整的张力描述应该为 T ·τ。考虑到张力的大小可为常值 T，但

方向却会沿着曲面边界 ∂Σ发生变化，所以应当用曲线积分来描述薄膜振动时的合力

大小，这里依旧采用 F N 来表示：

F N = T
∮
∂Σ

τdl (2.64)

由于单位向量 τ的 x和 y 分量分别为 sy 和 −sx，两者绕曲面边界 ∂Σ进行环路积

分，计算结果均为零。所以最后 F N 只会剩下 z方向的积分分量 Fz：

Fz = T
∮
∂Σ

(
∂u

∂x
sy − ∂u

∂y
sx

)
dl (2.65)

引理 2.1 (广义 Stokes公式)

♥

对R3空间中的任意张量场Φ，存在如下线积分到面积分的转化：∮
∂Σ

(t ¯Φ)dl =
Ó
Σ

(n ×∇)¯ΦdS (2.66)

其中，¯表示任意许可的运算，包括点积、叉积和张量并。

该引理的证明将会非常抽象，因为涉及到了张量运算，也不太容易用 Cartesian坐

标系进行展开介绍，所以证明部分完全放在了附录E.7。

根据引理2.1，公式(2.65)可进一步将线积分转化为面积分，但需要按照广义 Stokes

公式的格式进行一下构造。考虑到公式(2.65)中被积函数的形式和单位切向量 t的表达

式，这里可以构造一个与向量（用ϕ表示）的点积运算：

t ·ϕ= ∂u

∂x
sy − ∂u

∂y
sx , ϕ=

[
−∂u

∂y
,
∂u

∂x
,0

]>
(2.67)

所以根据引理2.1有

Fz = T
∮
∂Σ

(
t ·ϕ)

dl = T
Ó
Σ

(n ×∇) ·ϕdS (2.68)

需要强调，(n ×∇) ·ϕ是先做叉积运算（不包含微分运算），再做类似散度的运算。
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将Hamilton算子 ∇在 Cartesian坐标系下展开，由于

n ×∇=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−∂u
∂x −∂u

∂y 1
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣=


−∂u
∂y

∂
∂z − ∂

∂y
∂u
∂x

∂
∂z + ∂

∂x

−∂u
∂x

∂
∂y + ∂u

∂y
∂
∂x

 (2.69)

所以有（忽略高阶项）

(n ×∇) ·ϕ= ∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
=

(
∂

∂x
i + ∂

∂y
j
)
·
(
∂u

∂x
i + ∂u

∂y
j
)

=∇·∇u =∇2u

(2.70)

特别需要注意，上式中的 ∇是降维后的二维平面Hamilton算子。此外，由于可

以通过在曲面 z = u(x, y)上构造等高线（contour），根据梯度运算的几何含义（详见

附录A.2），这里 ∇u也指向曲面等高线的法向方向。

将公式(2.70)代回公式(2.68)，可计算出薄膜曲面区域 Σ上的张力合力：

Fz = T
Ó
Σ

(∇2u
)

dS (2.71)

上式表明，当张紧的薄膜产生微小扰动时，单位面积上的合力为 T ·∇2u，且只有

沿 z方向上的分量。与前面推导波动方程的过程类似，这里也很方便可以将静力学公

式推广到动力学情形下。此时仅需让单位面积上的合力等于曲面微元的密度（即单位

面积的质量）与该曲面微元加速度 a的乘积即可，如下：

T ·∇2u = ρ ·a = ρ · ∂
2u

∂t 2
(2.72)

进一步化简即可求得平面薄膜振动所满足的波动方程：

∂2u

∂t 2
(xΣ, t ) = c2 ·∇2u(xΣ, t ), xΣ ∈R2 (2.73)

其中，

c =
√

T

ρ
(2.74)

注意这里也需要对量纲进行强调：薄膜上的张力T 采用单位长度上力的单位N/m，

此时密度 ρ为面密度，单位为 Kg/m2；或者也可以让张力 T 采用压强的单位N/m2（考

虑成一张带厚度的膜），此时密度 ρ的单位为 Kg/m3。

可以看到此情形下，波动方程的形式也具有类似的统一性。另外尽管是在 R3空

间中，但薄膜位移 u仅指代在 z方向上的位移，所以这里并没有采用加粗的矢量写法。�
笔记虽然上述关于平面薄膜振动的理论推导过程较为清晰，且几何关系明确，但这并

不是唯一的推导途径。事实上，还有另一种更为简洁抽象的推导方法，可以直接给出

最后的结果。

从公式(2.64)出发，由于τ= t×n，所以可以根据引理2.1构造出另外一种广义 Stokes

公式的格式，从而避免计算单位切向量 t 的具体表达式，即

F N = T
∮
∂Σ

(t ×n)dl = T
Ó
Σ

(n ×∇)×ndS (2.75)



第 2章 音乐声学 – 70/250 –

同样需要强调，(n ×∇)×n是先做叉积运算，再做类似旋度的运算。

由于

(n ×∇)×n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−∂u
∂y

∂
∂z − ∂

∂y
∂u
∂x

∂
∂z + ∂

∂x −∂u
∂x

∂
∂y + ∂u

∂y
∂
∂x

−∂u
∂x −∂u

∂y 1

∣∣∣∣∣∣∣∣=


0

0
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

 (2.76)

上式同样忽略了函数 u(x, y)偏导数的高阶项。

所以，薄膜单位面积上的合力为

T · [(n ×∇)×n] = T

(
∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2

)
k (2.77)

之后的推导则与前述完全一致。

接下来对平面薄膜波动方程(2.73)进行求解。本节首先考虑 Cartesian坐标系下的

薄膜振动（即矩形薄膜），此时公式(2.73)可以展开写成：

∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
= 1

c2

∂2u

∂t 2
(2.78)

上式还是可以利用分离变量法，即令

u(x, y, t ) =V (x, y)T (t ) (2.79)

将其代入公式(2.78)可得到：

c2 · 1

V

(
∂2V

∂x2
+ ∂2V

∂y2

)
= T ′′

T
=−ω2 (2.80)

与前面两节的处理类似，上式的 −ω2为分离常数（后面会看到它依然具有角频率

的物理含义）。

这里先考虑关于 V (x, y)的方程，根据上式(2.80)可知：

∂2V

∂x2
+ ∂2V

∂y2
+

(ω
c

)2
V = 0 (2.81)

该方程可以再次分离变量，令

V (x, y) = X (x)Y (y) (2.82)

将其代入公式(2.81)可得到：

X ′′

X
=−Y ′′+ (

ω
c

)2 Y

Y
=−µ2 (2.83)

此时 X (x)和 Y (y)可以分离出单独所满足的常微分方程，如下：X ′′(x)+µ2X (x) = 0

Y ′′(y)+ν2Y (y) = 0
(2.84)

其中，

µ2 +ν2 =
(ω

c

)2
(2.85)

公式(2.84)的形式与前述弦振动的公式(2.4)完全一样，若给定常微分方程所满足的

边界条件，则可直接导出方程的定解。

假设 x的取值在 [0, a]区间内，y 的取值在 [0,b]区间内（类似弦长的取值在 [0,L]
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区间内），则需要满足边界固定的条件：

u(0, y, t ) =V (0, y)T (t ) = X (0)Y (y)T (t ) = 0

u(a, y, t ) =V (a, y)T (t ) = X (a)Y (y)T (t ) = 0

u(x,0, t ) =V (x,0)T (t ) = X (x)Y (0)T (t ) = 0

u(x,b, t ) =V (x,b)T (t ) = X (x)Y (b)T (t ) = 0

(2.86)

上述公式对任意时刻 t，任意位置 x和 y均满足，即可得：

X (0) = X (a) = Y (0) = Y (b) = 0 (2.87)

可以看到，边界条件的形式也与公式(2.7)完全相同。所以，上述两个常微分方程

可给出其定解，同样为一系列正弦函数：
µm = mπ

a
, Xm(x) = Bm sin

(
µm x

)
, m = 1,2,3, · · ·

νn = nπ

b
, Yn(x) = Bn sin(νn x) , n = 1,2,3, · · ·

(2.88)

其中，Bm和 Bn为积分常数。根据公式(2.85)，可进一步求得：

ω2
mn = c2π2

[(m

a

)2
+

(n

b

)2
]

, m,n = 1,2,3, · · · (2.89)

即此时的 ω是一个与m,n均相关的变量。

接下来求解公式(2.80)中 T (t )的部分，其通解与弦振动章节中的公式(2.16)完全一

致，只是需要结合公式(2.89)进行变换。最终整理合并可给出薄膜振动所满足的无穷级

数形式一般解，如下：

u(x, y, t ) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

sin
(mπ

a
x
)

sin
(nπ

b
y
)

[Cmn cos(ωmn t )+Dmn sin(ωmn t )] (2.90)

其中，Cmn 和Dmn 即为合并后的两个积分常数，与m,n均相关。ωmn 为角频率，

满足

ωmn = cπ

√(m

a

)2
+

(n

b

)2
(2.91)

注相比于公式(2.89)，上式似乎并未保留负数项，事实上这是由于求解常微分方程所

造成的（详见弦振动章节的推导），即无论开方后保留哪一项，最终在三角函数中均

呈现正数项。

实际问题中，可通过给定初始位移分布函数和初始速度分布函数来导出 Cmn 和

Dmn的具体表达式，然后利用公式(2.90)给出薄膜振动的定解。

2.1.4 平板弯曲振动

与平面薄膜振动相对于弦的振动类似，平板弯曲振动也可以看作是细杆弯曲振动

的扩展，且其研究思路与细杆弯曲振动基本一致，许多推导方法也可以完全借鉴。

沿着平板长宽方向（长度为 a，宽度为 b）和垂直平板方向建立 Cartesian坐标系，

将 x y平面置于平板的中性面上（厚度为 h），其参数化示意图如下图2.4所示：

首先还是讨论下平板的变形情况，需要引入如下假设：
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𝑥

𝑦

𝑧

𝑂

ℎ/2

ℎ/2

𝑎

𝑏

图 2.6:平板弯曲振动参数化示意图

假设平板在弯曲状态下所满足的位移/应变假设：

平板的厚度在整体尺度上较小，所以可认为 z方向上正应变 εzz = 0；

平板横截面上沿 z方向较难产生剪切变形，所以可认为 γxz = γy z = 0。

将上述第一个假设代入固体的几何方程(1.112)中有 ∂uz
∂z = 0，从而得到uz = uz(x, y)，

说明平板在 z方向上的位移只取决于 x, y两个参数。这也与实际的假想情况相符。

接下来根据第二个假设，同样代入固体的几何方程(1.112)中有
∂ux

∂z
=−∂uz

∂x
,

∂uy

∂z
=−∂uz

∂y
(2.92)

由于 uz此时只是 x, y的二元函数，所以上两式的右端均与 z无关，可以直接积分

得到：

ux =−z
∂uz

∂x
, uy =−z

∂uz

∂y
(2.93)

上两式考虑到了边界条件 (ux)(z=0) = 0,(uy )(z=0) = 0，即小扰动情况下板的中性层

上没有沿 x和 y方向的位移，所以消去了积分常数。

综合以上各式，再次代入几何方程的展开式(1.112)，则可得到平板在弯曲状态下

的应变关系：

εxx =−z
∂2uz

∂x2
, εy y =−z

∂2uz

∂y2
, γx y =−2z

∂2uz

∂x∂y
, εzz = γy z = γzx = 0 (2.94)

接下来讨论平板的本构关系。这里同样需要提前引入一些假设：

假设细杆在弯曲状态下所满足的应力/本构关系假设：

弯曲状态下，平板所满足的本构关系式(1.123)中，正应力 σzz 可忽略不计；

再考虑到应变关系式(2.94)的原因，本构关系式(1.123)中，关于 εzz 的项需要舍

弃，否则等式无法成立。

根据以上假设化简本构关系式(1.122)，可进一步得到平板中应力与应变的关系：

εxx = 1

E

(
σxx −νσy y

)
εy y = 1

E

(
σy y −νσxx

)
γx y = 1

2G
τx y , γy z = 1

2G
τy z , γzx = 1

2G
τzx

(2.95)
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与细杆的弯曲振动类似，尽管前面已经明确了剪切应变 γy z = γzx = 0，但由于杆

件的剪切模量G 较大（可以理解为平板极难进行上下的错位形变），仍可认为剪切应

力 τy z 和 τxz 不为零（所以上式(2.95)中保留了 τy z 和 τzx 项）。

将公式(2.95)改写成应力相对于应变的表达式，再代入公式(2.94)的结果有

σxx = E

1−ν2

(
εxx +νεy y

)=− E z

1−ν2

(
∂2uz

∂x2
+ν

∂2uz

∂y2

)
σy y = E

1−ν2

(
εy y +νεxx

)=− E z

1−ν2

(
∂2uz

∂y2
+ν

∂2uz

∂x2

)
τx y = E

2(1+ν)
γx y =− E z

1+ν2
· ∂

2uz

∂x∂y

(2.96)

可以看到，此时还有 τy z 和 τzx 无法计算（通过本构关系无法得到），所以同样需

要从平板的受力分析进行讨论。由于平板横截面上还存在切应力 τx y 和 τy x，所以给

定一个平板微元体，将会同时受到剪力、弯矩和扭矩的联合作用，如下图2.7所示：

𝑥

𝑦

𝑧

𝑂

𝐹𝑠𝑥 (𝑥 + Δ𝑥)

𝑀𝑥(𝑦 + Δ𝑦)

𝐹𝑠𝑦 (𝑦 + Δ𝑦)

Δ𝑦
Δ𝑥

𝐹𝑠𝑥 (𝑥)

𝐹𝑠𝑦 (𝑦)

𝑀𝑦 (𝑥 + Δ𝑥) 𝑀𝑥𝑦 (𝑥 + Δ𝑥)

𝑀𝑦𝑥 (𝑦 + Δ𝑦)
𝑀𝑥(𝑦)

𝑀𝑦 (𝑥)

𝑀𝑦𝑥 (𝑦)

𝑀𝑥𝑦 (𝑥)

图 2.7:平板单元力与力矩的平衡关系示意图

这里用 Fsx 和 Fs y 分别代表 x方向和 y 方向横截面上沿 z轴的剪力，Mx 和My 分

别代表力矩沿 x和 y轴的弯矩，两者符号仍然按材料力学中的约定（与细杆弯曲振动

中的描述一致）；而扭矩则依照对应切应力的下标给出，例如 x横截面上带来扭转效

应的切应力为 τx y，所以 x横截面上的扭矩用Mx y 表示，同理My x 则为 y横截面上的

扭矩。扭矩的符号也遵循材料力学中的约定，即力矩方向沿横截面外法向为正。

按照此约定，平板外法向沿 x和 y轴正向的横截面上，剪力 Fsx ,Fs y 朝 z轴负向为

正，弯矩Mx 的力矩方向沿 x轴正向为正，相反弯矩My 的力矩方向沿 y 轴负向为正；

扭矩Mx y 和My x 的力矩方向则分别沿 x和 y轴正向为正。

上述的受力分析，也只需要考虑剪力、弯矩以及扭矩的符号对应关系即可（因为

后面只会导出力与力矩之间的相对函数关系），不用规范剪力、弯矩以及扭矩单独的

正负号。

类似细杆弯曲振动的分析（可参考图2.4），这里考虑平板沿 x方向和 y 方向单位

宽度横截面（可理解为横截面面积均为 h）上的所受弯矩和扭矩与应力之间的积分关
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系，可得：

Mx =−
∫ h

2

h
2

σy y (x, y, z)zdz, My =−
∫ h

2

h
2

σxx(x, y, z)zdz

Mx y =−
∫ h

2

h
2

τx y (x, y, z)zdz, My x =
∫ h

2

h
2

τy x(x, y, z)zdz

(2.97)

将公式(2.96)代入上式，可以发现，由于位移 uz 只是 x, y 的二元函数，所以被积

函数中关于应力的部分均可以提到积分项外（这也是为什么需要求解单位宽度横截面

上的弯矩和扭矩），可以得到：

Mx = EhK 2

1−ν2

(
∂2uz

∂y2
+ν

∂2uz

∂x2

)
, My = EhK 2

1−ν2

(
∂2uz

∂x2
+ν

∂2uz

∂y2

)
Mx y = EhK 2

1+ν
· ∂

2uz

∂x∂y
, My x =−EhK 2

1+ν
· ∂

2uz

∂x∂y

(2.98)

上式中，参考公式(2.40)，提前引入了固定的几何量参数 K，满足 K =
√

h2

12。这

里并未考虑采用细杆弯曲振动中介绍的惯性矩来表示，因为一般平板的横截面均为矩

形，可提前进行化简。

接下来继续构建力与力矩之间的联系。在平板中截取某一单元，根据图2.7中所示

的剪力弯矩扭矩示意图，考虑以图示平面中间虚线为轴的两个力矩平衡关系，则有

Mx(y)+Mx y (x)+Fs y (y)

(
∆y

2

)
+Fs y (y +∆y)

(
∆y

2

)
= Mx(y +∆y)+Mx y (x +∆x)

My (x)+My x(y +∆y)+Fsx(x)

(
∆x

2

)
+Fsx(x +∆x)

(
∆x

2

)
= My (x +∆x)+My x(y)

(2.99)

对上两式移项并取极限 ∆x,∆y → 0（化简中可近似认为 ∆x =∆y），则可得到：

Fsx = ∂My

∂x
− ∂My x

∂y
, Fs y = ∂Mx

∂y
+ ∂Mx y

∂x
(2.100)

同样地，根据前面固体声波章节的介绍，可以建立如下平板在弯曲状态下的动力

学关系式：

∇·T = ρ · ∂
2u

∂t 2
(2.101)

结合公式(1.96)，将上式在 Cartesian坐标系下展开，并考虑前述相关的应力假设

（σzz = 0），可得： 

∂σxx

∂x
+ ∂τy x

∂y
+ ∂τzx

∂z
= ρ · ∂

2ux

∂t 2

∂τx y

∂x
+ ∂σy y

∂y
+ ∂τz y

∂z
= ρ · ∂

2uy

∂t 2

∂τxz

∂x
+ ∂τy z

∂y
= ρ · ∂

2uz

∂t 2

(2.102)

上式(2.102)中的第一式和第二式计算的是沿平板平面方向的位移 ux 和 uy，所以

可以不予考虑（虽然确实可以求解）。而第三式则是所需要计算平板弯曲位移的表达

式（后续将 uz 简化为 u）。

将公式(2.98)的结果代入公式(2.100)，并考虑到剪力 Fsx 和 Fs y 对应切应力 τxz 和
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τy z 的关系（由于是单位宽度，所以这里应当满足 Fsx =−τxzh,Fs y =−τy zh），再代入

公式(2.102)中的第三式，可求得平板弯曲振动所满足的波动方程表达式：

∂2u

∂t 2
(x, y, t ) =− c2

0K 2

1−ν2

(
∂4u

∂x4
+2

∂4u

∂x2∂y2
+ ∂4u

∂y4

)
(x, y, t )

=− c2
0K 2

1−ν2
∇2 (∇2u

)
(x, y, t ) =− c2

0K 2

1−ν2
∇4u(x, y, t )

(2.103)

其中，

c0 =
√

E

ρ
, K =

√
h

12
(2.104)

接下来对平板弯曲波动方程(2.103)进行求解。这里还是首先考虑Cartesian坐标系

下的平板弯曲（即矩形平板），依然利用分离变量法，即令

u(x, y, t ) =V (x, y)T (t ) (2.105)

将其代入方程(2.103)可得到：

−c2
0K 2

1−ν
· ∇

4V (x, y)

V (x, y)
= T ′′(t )

T (t )
=−ω2 (2.106)

与前述求解的步骤类似，上式的−ω2为分离常数，其依然具有角频率的物理含义。

上式(2.106)中 T (t )的部分，其通解仍然与弦振动章节中的公式(2.16)完全一致，这

里不做赘述。

下面考虑 V (x, y)的部分，通过(2.106)可知：

(∇4 −k4)V = 0 (2.107)

其中，

k4 = ω2(1−ν2)

c2
0K 2

(2.108)

公式(2.107)可通过因式分解改写为

(∇2 +k2)(∇2 −k2)V = 0 (2.109)

上式表明，此时 V (x, y)的通解可以写为如下两个关于 V1和 V2的偏微分方程通解

的线性组合：

(∇2 +k2)V1 = 0, (∇2 −k2)V2 = 0 (2.110)

以第一式为例，其求解方法与上一节关于平面薄膜振动的推导类似，即还需要再

进行一次分离变量，之后会得到三角函数形式的通解。注意这里不能也直接套用相同

的边界条件，因为一般平板弯曲振动的边界条件不是固定端边界，而是自由端边界，

即平板四边均完全自由，满足剪力 Fsx 和 Fs y、弯矩Mx 和My，以及扭矩Mx y 和My x

均为零。其中，弯矩和扭矩的边界方程由公式(2.98)给出，而剪力则需要进一步通过公

式(2.100)给出。

可以看到，由于上述方程较为复杂，而此时还只求解了一半，所以实际很难导出

简洁且完备的平板弯曲振动波动方程的一般解，致使本节后续的理论探讨已失去实用

意义。关于平板弯曲振动波动方程的求解，一般采用数值方法更为方便。
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例题 2.2克拉尼（Chladni）图形：不同振动频率下，平板表面放置的细颗粒会自动聚
集，最终整体呈现出形态各异的花纹。试通过平板弯曲振动模型给出其理论解释。

解首先分析 Chladni图形的成因。对平板进行特定的频率激励（可通过激振器，也可

以在其边缘用弓弦对其进行摩擦），平板会出现弯曲振动，此时其表面附着的细颗粒

将会被弹起，最后聚集到驻波的波节（振动幅值恒为零）处。根据前述理论分析，即

需要求解在不同振动频率（即不同的角频率 ω）下，V (x, y) = 0的图像形态。

由于想要直接求解V (x, y)的表达式比较困难，这里可以考虑一种简化情况。首先

采用同样的分离变量法，令 V (x, y) = X (x)Y (y)，然后分别将函数 X (x)和 Y (y)假设为

由单一的三角函数组成。考虑到上一节已推导出正弦函数是满足固定边界条件的解，

所以这里采用余弦函数来构造。

以 X (x)为例，可令 X (x)是由 cosωx组成。根据前述章节的介绍，将会存在一系

列的 ωm，其中m = 1,2,3，使得 cosωm x均满足 X (x)解的形式。最基础的振动模式即

为类似图2.3(a)中的情形，此时可根据频率关系 T = 2π
ω = 2a（a为平板沿 x 方向的长

度，如图2.6所示）计算出基础角频率 ω= π
a。

另外，考虑到平板的对称结构，这里将坐标系中心置于平板中心（可以理解为将

函数 X (x)和 Y (y)分别向 x和 y轴负向平移了相对应平板长度尺寸的一半），结合以上

分析构造出如下 X (x)和 Y (y)的函数形式：
X (x) = cos

[
ωm

(
x − a

2

)]
, ωm = mπ

a

Y (y) = cos

[
ωn

(
y − b

2

)]
, ωn = nπ

b

(2.111)

这里并未如前所述，将解写成无穷级数的形式，主要是为了配合后续不同振动频

率下的平板弯曲分析。

有了 X (x)和 Y (y)，则可以进一步构建 V (x, y)的表达式。但需要注意的是，这里

不能直接简单地认为 V (x, y) = X (x)Y (y)，因为m和 n不一定相同，但对于同一种振

动模式 (m,n)来说，平板沿 x轴和 y轴实际是对称等价的（根据波动方程解的形式可

知）。换句话说，在构建 V (x, y)的表达式时，需要构造一种可以互换m,n，同时不影

响 V (x, y) = 0的格式。

容易想到的是通过对称和反对称函数来构造，如下（为方便阐述，将平板的尺寸

做归一化处理）：

V (x, y) =cos

[
mπ

(
x − 1

2

)]
·cos

[
nπ

(
y − 1

2

)]
±cos

[
nπ

(
x − 1

2

)]
·cos

[
mπ

(
y − 1

2

)] (2.112)

实际计算时，上式可以采用符号（sgn）函数sgn(x)来统一表达式：

V (x, y) =cos

[
mπ

(
x − 1

2

)]
·cos

[
nπ

(
y − 1

2

)]
+ sgn(m −n) ·cos

[
nπ

(
x − 1

2

)]
·cos

[
mπ

(
y − 1

2

)] (2.113)
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其中，

sgn(x) =


−1, x < 0

0, x = 0

1, x > 0

(2.114)

据此，通过符号函数 sgn(x)改写后的表达式，就算是m = n的情形，也并不影响

V (x, y) = 0的格式。

根据公式(2.113)，则可以绘制出不同振动模式 (m,n)情形下 V (x, y) = 0的函数图

形，即 Chladni图形，如下图2.8所示：

(a) m = 1,n = 1 (b) m = 1,n = 2 (c) m = 1,n = 3 (d) m = 1,n = 4 (e) m = 1,n = 5

(f) m = 2,n = 1 (g) m = 2,n = 2 (h) m = 2,n = 3 (i) m = 2,n = 4 (j) m = 2,n = 5

(k) m = 3,n = 1 (l) m = 3,n = 2 (m) m = 3,n = 3 (n) m = 3,n = 4 (o) m = 3,n = 5

(p) m = 4,n = 1 (q) m = 4,n = 2 (r) m = 4,n = 3 (s) m = 4,n = 4 (t) m = 4,n = 5

(u) m = 5,n = 1 (v) m = 5,n = 2 (w) m = 5,n = 3 (x) m = 5,n = 4 (y) m = 5,n = 5

图 2.8:不同模态下的 Chladni图形
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可以看到，以上图形中有些是对称结构，有些是反对称结构，还有些两者均是。

图形的形状主要取决于 (m,n)的取值。

以上 Chladni图形在实际实验中也已被证实。

通过 V (x, y)的表达式，也可以反推出不同振动模式 (m,n)情形下的平板振动频

率。将公式(2.112)代回公式(2.107)，可以求得：

π4 (
m2 +n2)2 −k4 = 0 (2.115)

根据参数 k的表达式，即公式(2.108)，代入上式可得：

ωmn =π2 (
m2 +n2) c0Kp

1−ν2
(2.116)

注意，上式也只取了 ωmn的正数项。

通过以上角频率 ωmn的关系式，可进一步求得平板振动频率（用 f 指代）为

f = 1

T
= ωmn

2π
= π

2

(
m2 +n2) c0Kp

1−ν2
(2.117)

注值得说明的是，以上关于 Chladni图形的推导均是建立在简化平板弯曲振动解的

前提下进行的。事实上，公式(2.112)并不是方程(2.107)的通解，自然也不能构成平板

弯曲振动的波动方程(2.103)的通解。但是通过以上分析，可以简要从理论上说明各种

Chladni图形的成因。

另外，尽管上述模型可以通过振动模式 (m,n)反推出此时的平板弯曲振动频率，

但这种关系并不是一一对应的。若想要精确得到平板振动频率与所呈现图案的对应关

系，理论分析已难以处理，合适的方案还是通过数值算法来求解。

2.2 Fourier变换

以上几节推导出的波动方程解，均以一系列三角函数的叠加形式出现。然而从

d’Alembert行波解中了解到，解的形式也可以以完整的周期函数来呈现。这说明两

者之间存在一定的必然联系。接下来，将介绍该数学结论的一般化描述，即傅里叶

（Fourier）变换。

2.2.1 Fourier级数

首先需要介绍的是 Fourier级数。与 Taylor展开类似，对于任意周期函数 f (t )，一

个直观的念头是也希望可以采用某种类似的方式对其进行多项式拟合。

考虑到周期函数的特殊性，其多项式的组成必然也需要用到周期函数。最简单的

周期函数即为三角函数。以正弦函数为例，一个完整的包含频率、相位和幅值的正

弦函数可以表示为 A sin(ωt +θ)。根据前面介绍的两角和差公式，也可以将其展开成

a cos(ωt )+b sin(ωt )，其中 A =
p

a2 +b2, sinθ = ap
a2+b2

, cosθ = bp
a2+b2

。此时，可以通过

更改频率 ω的大小，来构建一系列基础的三角函数，以期最终可以达到拟合任意周期

函数的目的。这便是 Fourier级数的核心思想。
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定理 2.2 (傅里叶（Fourier）级数)

♥

在区间
[−T

2 , T
2

]
内可积的周期函数 f (t )可以进行如下三角函数形式的展开：

f (t ) = a0

2
+

∞∑
n=1

[an cos(nω0t )+bn sin(nω0t )] (2.118)

其中，常值分量

a0 = 2

T

∫ T
2

− T
2

f (t )dt (2.119)

余弦分量的幅值

an = 2

T

∫ T
2

− T
2

f (t )cos(nω0t )dt (2.120)

正弦分量的幅值

bn = 2

T

∫ T
2

− T
2

f (t )sin(nω0t )dt (2.121)

式中，T 为函数 f (t )的周期；ω0为角频率，满足ω0 = 2π
T ；n的取值为 n = 1,2,3, · · ·。

该展开方式被称为 Fourier级数。

证明 考察形如 1, cos(ω0t ), sin(ω0t ), cos(2ω0t ), sin(2ω0t ), · · · , cos(nω0t ), sin(nω0t ), · · ·
的一系列函数系，会发现其中任意两个函数均具有“正交性”的特征，即满足

∫ T
2

− T
2

1 ·cos(nω0t )dt = 0,
∫ T

2

− T
2

1 · sin(nω0t )dt = 0

∫ T
2

− T
2

cos(mω0t ) ·cos(nω0t )dt = 0, m 6= n

∫ T
2

− T
2

sin(mω0t ) · sin(nω0t )dt = 0, m 6= n

∫ T
2

− T
2

cos(mω0t ) · sin(nω0t )dt = 0

(2.122)

其中，m = 1,2,3, · · · , n = 1,2,3, · · ·。上式(2.122)的中间两式，当m = n时积分为 T
2。

另外对于上式(2.122)中的后三式需要用到几个积化和差公式，如下：

cosαcosβ= 1

2

[
cos

(
α+β

)+cos
(
α−β

)]
sinαsinβ= 1

2

[
cos

(
α+β

)−cos
(
α−β

)]
cosαsinβ= 1

2

[
sin

(
α+β

)− sin
(
α−β

)] (2.123)

有了函数系的正交性特征，则可对公式(2.118)两边进行积分，得到 a0的表达式：

a0 = 2

T

∫ T
2

− T
2

f (t )dt (2.124)

再对公式(2.118)两边同时乘以 cos(nω0t )后进行积分，可得到 an的表达式：

an = 2

T

∫ T
2

− T
2

f (t )cos(nω0t )dt (2.125)
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最后对公式(2.118)两边同时乘以 sin(nω0t )后进行积分，可得到 bn的表达式：

bn = 2

T

∫ T
2

− T
2

f (t )sin(nω0t )dt (2.126)

从以上推导可以看出，若想要进行上述三角函数的展开，只需 f (t )在周期 T 内满

足可积条件即可。�
笔记值得说明的是，上述 Fourier级数展开的前置条件是不完备的。若要满足 Fourier

级数的逐点收敛性，需要符合狄利克雷（Dirichlet）条件。该部分内容一般包含于数学

分析书籍中，这里不做具体论述。由于本书探讨的绝大部分声学信号均符合Dirichlet

条件，所以这里仅用“周期内可积”来简化描述满足 Fourier级数展开的条件。

例题 2.3 试分析方波、锯齿波和三角波的 Fourier 级数展开。
解首先给出方波、锯齿波和三角波的解析表达式，分别用函数 fsquare(t )、 fsawtooth(t )

和 ftriangle(t )表示。为简化说明可令振幅为 1，在一个周期 T 内有

fsquare(t ) =


−1, t ∈

[
−T

2
,0

]
1, t ∈

[
0,

T

2

] (2.127)

fsawtooth(t ) = 2

T
t , t ∈

[
−T

2
,

T

2

]
(2.128)

ftriangle(t ) =


1+ 4

T
t , t ∈

[
−T

2
,0

]
1− 4

T
t , t ∈

[
0,

T

2

] (2.129)

注意上述三式中，不必纠结分段函数的间断点处取值如何。在计算 Fourier级数

展开时，是分别对区间内进行积分，所以均可看作是闭区间。

令周期 T = 2π（角频率 ω0则简化为 1），三者分别的函数图如下图2.9所示：

𝑡

𝑓

𝑂−5−10 105

0.5

1.0

−1.0

−0.5

(a) 方波（Square wave）

𝑡

0.5

1.0

−1.0

−0.5

𝑓

𝑂−5−10 105

(b) 锯齿波（Sawtooth wave）

𝑡

𝑓

𝑂−5−10 105

0.5

1.0

−1.0

−0.5

(c) 三角波（Triangle wave）

图 2.9:方波 fsquare(t )、锯齿波 fsawtooth(t )和三角波 ftriangle(t )的函数图

首先对 fsquare(t ) 进行 Fourier 级数展开的求解。根据图2.9中所示的函数性质，

fsquare(t )为奇函数，即满足 fsquare(t ) =− fsquare(−t )，代回 Fourier级数展开式(2.118)有
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an = 0，同时 fsquare(t )在一个周期内的积分面积为零，得到 a0 = 0，所以 fsquare(t )的

Fourier级数展开仅存在正弦级数项，且被积函数为偶函数，仅需计算周期 T 一半的积

分再乘以 2即可。此时求得：

bn = 2

T

∫ T
2

− T
2

fsquare(t )sin(nω0t )dt = 2

π

∫π

0
fsquare(t )sin(nt )dt

= 2

π

∫π

0
sin(nt )dt = 2

nπ

[−cos(nt )
∣∣π
0

]= 2

nπ
[1−cos(nπ)]

(2.130)

可以看到，此时 bn的取值与 n相关，即

bn =


4

nπ
, n为奇数

0, n为偶数
(2.131)

于是 fsquare(t )的 Fourier级数展开可表示为如下形式：

fsquare(t ) =
∞∑

n=1

4

(2n −1)π
sin[(2n −1)t ] = 4

π

∞∑
n=1

sin[(2n −1)t ]

2n −1

= 4

π

(
sin t + 1

3
sin3t + 1

5
sin5t +·· ·

) (2.132)

不断增加 Fourier 级数的项数，可以看到上述表达式所呈现的波形逐渐趋向于

fsquare(t )的形状（间断点处取值为左极限与右极限的平均值），如下图2.10所示：

𝑡

0.5

1.0

−1.0

−0.5

𝑓

𝑂−5−10 105

(a) 当 n = 1

𝑡

𝑓

0.5

1.0

−1.0

−0.5 𝑂−5−10 105

(b) 当 n = 1,2,3

𝑡

𝑓

0.5

1.0

−1.0

−0.5 𝑂−5−10 105

(c) 当 n = 1,2, · · · ,5

𝑡

𝑓

0.5

1.0

−1.0

−0.5 𝑂−5−10 105

(d) 当 n = 1,2, · · · ,7

图 2.10:不同项数下 fsquare(t )的 Fourier级数展开波形

接下来对 fsawtooth(t )进行 Fourier级数展开的求解。根据图2.9中所示的函数性质，

fsawtooth(t )与 fsquare(t )类似，也为奇函数，同时 fsawtooth(t )在一个周期内的积分面积

也为零，所以其 Fourier级数展开也仅存在正弦级数项，且被积函数也为偶函数，仅需

计算周期 T 一半的积分再乘以 2即可。此时求得：

bn = 2

T

∫ T
2

− T
2

fsawtooth(t )sin(nω0t )dt = 2

π

∫π

0

1

π
t sin(nt )dt

=− 2

nπ2

[∫π

0
td(cosnt )

]
=− 2

nπ2

[
t cos(nt )

∣∣π
0 −

∫π

0
cos(nt )dt

]
=− 2

nπ2
·πcos(nπ) = (−1)n+1 2

nπ

(2.133)
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上式第二行的推导，用到了微积分中的分部积分法。另外，考虑到此时 cos(nπ)

可以替换为 (−1)n，所以可以采取最后一步的化简方式。

于是 fsawtooth(t )的 Fourier级数展开可表示为如下形式：

fsawtooth(t ) =
∞∑

n=1
(−1)n+1 2

nπ
sin(nt ) = 2

π

(
sin t − 1

2
sin2t + 1

3
sin3t −·· ·

)
(2.134)

不断增加 Fourier 级数的项数，可以看到上述表达式所呈现的波形逐渐趋向于

fsawtooth(t )的形状（间断点处取值为左极限与右极限的平均值），如下图2.11所示：

𝑡

0.4
0.6

−0.6

−0.2

𝑓

0.2

−0.4
𝑂−5−10 105

(a) 当 n = 1

𝑡

𝑓

𝑂−5−10 105

0.5

1.0

−1.0

−0.5

(b) 当 n = 1,2,3

𝑡

𝑓

𝑂−5−10 105

0.5

1.0

−1.0

−0.5

(c) 当 n = 1,2, · · · ,5

𝑡

𝑓

𝑂−5−10 105
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图 2.11:不同项数下 fsawtooth(t )的 Fourier级数展开波形

最后对 ftriangle(t ) 进行 Fourier 级数展开的求解。根据图2.9中所示的函数性质，

ftriangle(t )为偶函数，即满足 ftriangle(t ) = ftriangle(−t )，代回 Fourier级数展开式(2.118)有

bn = 0，同时 ftriangle(t )在一个周期内的积分面积也为零，得到 a0 = 0，所以 ftriangle(t )

的 Fourier级数展开仅存在余弦级数项，且也为偶函数，仅需计算周期 T 一半的积分

再乘以 2即可。此时求得：

an = 2

T

∫ T
2

− T
2

ftriangle(t )cos(nω0t )dt = 2

π

∫π

0
ftriangle(t )cos(nt )dt

= 2

π

∫π

0
cos(nt )dt − 2

π2

∫π

0
2t cos(nt )dt =− 4

nπ2

[∫π

0
td(sinnt )

]
=− 4

nπ2

[
t sin(nt )

∣∣π
0 −

∫π

0
sin(nt )dt

]
= 4

n2π2 [cos(nπ)−1]

(2.135)

上式第二行到第三行的推导，同样用到了微积分中的分部积分法。

可以看到，此时 an的取值也与 n相关，即

an =


8

n2π2
, n为奇数

0, n为偶数
(2.136)

于是 ftriangle(t )的 Fourier级数展开可表示为如下形式：

ftriangle(t ) =
∞∑

n=1

8

(2n −1)2π2
cos[(2n −1)t ] = 8

π2

∞∑
n=1

cos[(2n −1)t ]

(2n −1)2

= 8

π2

(
cos t + 1

32
cos3t + 1

52
cos5t +·· ·

) (2.137)
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不断增加 Fourier 级数的项数，可以看到上述表达式所呈现的波形逐渐趋向于

ftriangle(t )的形状，如下图2.12所示：
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(a) 当 n = 1
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(b) 当 n = 1,2,3
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(c) 当 n = 1,2, · · · ,5
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(d) 当 n = 1,2, · · · ,7

图 2.12:不同项数下 ftriangle(t )的 Fourier级数展开波形

上述 fsquare(t )、 fsawtooth(t )和 ftriangle(t )的无穷级数叠加也可以采用如下图2.13所

示的瀑布图方式表示，更加直观：

(a) 方波 Fourier级数展开 (b) 锯齿波 Fourier级数展开 (c) 三角波 Fourier级数展开

图 2.13: fsquare(t )、 fsawtooth(t )和 ftriangle(t )的 Fourier级数展开瀑布图

以上例题2.3仅给出了方波、锯齿波和三角波所对应的简化函数表达式。若波形振

幅与角频率不做归一化处理，也并不需要重新计算便可直接通过上述结果得到各自最

终的 Fourier级数展开式。对于振幅来说，仅需整体乘以振幅的系数；对于角频率来

说，则需要在正弦或余弦级数项中增加角频率系数ω0。事实上，随着波形在选定坐标

系中的位置不同（上下左右平移），或进行镜像翻转（锯齿波的锯齿可以“向右”也可

以“向左”），其 Fourier级数展开也会略有不同，但同样不需要重新计算，直接通过函

数关系进行替换即可（例如对 y轴镜像只需用 f (−t )替换原来的 f (t )）。不过，无论如

何变化，方波、锯齿波和三角波 Fourier级数展开的整体性质仍然保持不变：

性质针对 Fourier级数展开，方波和三角波仅存在奇数频率的无穷级数项，而锯齿波

存在全整数频率的无穷级数项。�
笔记有了 Fourier级数展开的理论表达式，则可以对前面包括弦振动一般解在内的无穷

级数项进行进一步的分析与印证。例如在 d’Alembert行波解章节中，公式(1.223)给出了

初始速度分布函数为零的弦振动行波解所满足的前提条件，即初始位移分布函数 u0(x)
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是周期为 2L的奇函数；而在弦振动的一般解章节中，则推导出了形如公式(2.24)的无

穷级数表达式。两者可一一对应。

根据上述关于方波和锯齿波 Fourier级数展开的推导过程可以知道，当周期函数

为奇函数时，其 Fourier级数展开仅存在正弦级数项——与公式(2.24)刚好对应，且其

中系数满足 ωn
c = nπ

L ；当 u0(x)的周期为 2L时，也刚好与 Fourier级数展开式中的ω0对

应（由于无穷级数每一项均为周期函数，所以只需算出其基频即 n = 1时的函数周期

即可），满足 ω0 = 2π
T = π

L。

也就是说，无论在弦的任意地方进行初始扰动，产生了一个任意的初始位移函数

u0(x)，其均满足是周期为 2L的奇函数，且其无穷级数展开项仅包含正弦级数项。当

然此时并不一定所有正弦级数项均会出现，有时候也会缺失掉某些特定的频率，这就

需要给出具体的初始位移函数 u0(x)的表达式再进行分析。该部分将在后续章节2.4中

进行详细介绍。

2.2.2 Fourier积分

上一节考虑了任意周期函数 f (t )的 Fourier级数展开。一个自然的想法即是将函

数周期 T 扩展至无穷，此时区间
[−T

2 , T
2

]→ [−∞,∞]，函数 f (t )则化为更一般的非周期

函数。这便是本节要介绍的 Fourier积分。

在此之前，重新梳理下 Fourier级数中“区间内可积”的概念。当区间
[−T

2 , T
2

]→
[−∞,∞]时，函数 f (t )仍然可积，需要满足∫∞

−∞

∣∣ f (t )
∣∣dt <∞ (2.138)

性质上述定义引出如下两条性质：

1. 根据公式(2.138)，进一步有∫∞

−∞

∣∣ f (t )
∣∣dt Ê

∫∞

−∞
f (t )dt →

∫∞

−∞
f (t )dt =有限值 (2.139)

2. 当 t →±∞时， f (t ) → 0。

以上说明与微积分中广义积分（反常积分）的收敛条件类似。

所以，若想将周期函数 f (t )的 Fourier级数展开推广至 [−∞,∞]的非周期情形，实

际上对 f (t )提出了更加严苛的要求。

定理 2.3 (Fourier积分)

♥

在整个区间 [−∞,∞]内可积的函数 f (t )可以以连续频谱 ω的形式进行积分表示：

f (t ) =
∫∞

0
[A(ω)cosωt +B(ω)sinωt ]dω (2.140)

其中，

A(ω) = 1

π

∫∞

−∞
f (t )cosωtdt (2.141)

B(ω) = 1

π

∫∞

−∞
f (t )sinωtdt (2.142)
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证明 首先，对于定理2.2中 Fourier级数的表达式和各个参数，当 T →∞时，nω0趋向

于连续频谱 ω，∆ω= (n +1)ω0 −nω0 =ω0趋向于微元 dω，且有
∞∑

n=1
· · ·∆ω T→∞−−−−→

∫∞

0
· · ·dω (2.143)

此时，若函数 f (t )在整个区间 [−∞,∞]内可积，结合关系式 ω0 = 2π
T 可求得：

a0 = 2

T

∫ T
2

− T
2

f (t )dt
T→∞−−−−→ 0 (2.144)

∞∑
n=1

an cos(nω0t ) =
∞∑

n=1

∆ω

π

[∫ T
2

− T
2

f (t )cos(nω0t )dt

]
cos(nω0t )

T→∞−−−−→
∫∞

0

[
1

π

∫∞

−∞
f (t )cosωtdt

]
︸ ︷︷ ︸

A(ω)

cosωtdω
(2.145)

∞∑
n=1

bn sin(nω0t ) =
∞∑

n=1

∆ω

π

[∫ T
2

− T
2

f (t )sin(nω0t )dt

]
sin(nω0t )

T→∞−−−−→
∫∞

0

[
1

π

∫∞

−∞
f (t )sinωtdt

]
︸ ︷︷ ︸

B(ω)

sinωtdω
(2.146)

以上各式代回 Fourier级数的表达式(2.118)，则公式(2.140)得证。

例题 2.4 试求解矩形（rect）函数的 Fourier 积分。
解首先给出 rect函数的解析表达式（τ为一固定参数）：

rect(t ) =


1

τ
, |t | ≤ τ

2

0, |t | > τ

2

(2.147)

对 rect函数进行全定义域的积分，会发现结果恒为 1，满足可积条件：∫∞

−∞
rect(t )dt =

∫ τ
2

− τ
2

1

τ
dt ≡ 1 (2.148)

考虑到 rect(t )为偶函数，对于公式(2.142)，得到 B(ω) = 0。而

A(ω) = 1

π

∫ τ
2

− τ
2

1

τ
cosωtdt = 2

ωπτ
sinωt |

τ
2
0 = 2

ωπτ
sin

ωτ

2
(2.149)

代入公式(2.140)，则 rect函数的 Fourier积分为

rect(t ) = 1

π

∫∞

0

sin(ωτ/2)cosωt

ωτ/2
dω (2.150)

特别对上式令 τ= 2，取 t = 0，可以得到一个特殊的积分关系式：

rect(0) = 1

π

∫∞

0

sinω

ω
dω= 1

2
→

∫∞

0

sinω

ω
dω= π

2
(2.151)

由于上式中被积函数为偶函数，若再采用变量替换ω=πt（也可只移动参数 π，但

做变量替换更能保持函数形式的整体性），则可得到归一化处理后的积分构造式：∫∞

−∞
sinπt

πt
dt = 1 (2.152)
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其中，sinπt
πt 一般被定义为 sinc函数，是一个在整个区间 [−∞,∞]内有值且满足可

积条件（积分为 1）的特殊函数。

下图2.14分别给出了 rect函数（取 τ= 1）和 sinc函数的函数图：
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(a) rect函数（τ= 1）
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0.4
0.2

−2−4 42

(b) sinc函数

图 2.14: rect函数和 sinc函数的函数图

�
笔记例题2.4中得到 sinc函数表达式的方式较为巧妙。事实上，若想要证明 sinc函数

在全区间 [−∞,∞]上的积分为 1，还有复变函数中的留数定理、构造重积分变换式等

多种方法。不过借助 Fourier积分，可以很好地利用其收敛性的先决条件（Dirichlet条

件），证明过程更加完备，而且思路较为直观。

2.2.3 连续时间 Fourier变换

Fourier级数展开给出了任意周期函数可以表示为一系列三角函数叠加的数学结

论，而 Fourier积分将周期函数的限制进行延拓，推广至非周期函数。从原理上看，这

种表述较为清晰，但整体公式形式偏繁琐，而且无穷级数和广义积分的表达式也不太

容易看出其具体含义。根据前面定理2.1介绍的 Euler公式，可以进一步化简，首先将

Fourier级数的三角展开式以复指数形式表示。

定理 2.4 (Fourier级数复指数展开)

♥

在区间
[−T

2 , T
2

]
内可积的周期函数 f (t )可以进行如下复指数形式的展开：

f (t ) =
∞∑

n=−∞
F (nω0)ejnω0t (2.153)

其中，

F (nω0) = 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )e−jnω0t dt (2.154)

式中，n的取值为 n = 0,±1,±2, · · ·。
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证明 根据定理2.1介绍的 Euler公式，可以得到：
cosnω0t = 1

2

(
ejnω0t +e−jnω0t )

sinnω0t =−1

2
j
(
ejnω0t −e−jnω0t ) (2.155)

此时公式(2.118)可以改写为

f (t ) = a0

2
+

∞∑
n=1

[
1

2

(
an + jbn

)
e−jnω0t + 1

2

(
an − jbn

)
ejnω0t

]
(2.156)

代入 a0, an , bn的积分计算式可知：

a0

2
= 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )dt (2.157)

1

2

(
an + jbn

)= 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )
[
cos(nω0t )+ jsin(nω0t )

]
dt

= 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )ejnω0t dt

(2.158)

1

2

(
an − jbn

)= 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )
[
cos(nω0t )− jsin(nω0t )

]
dt

= 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )e−jnω0t dt

(2.159)

上述三式之间存在一定规律，可以用一个以基频倍数 nω0为自变量的复值离散函

数 F (nω0)来统一描述（为作区分，频域函数一般用相对应的大写符号表示），即

F (nω0) = 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )e−jnω0t dt =



a0

2
, n = 0

1

2

(
an + jbn

)
, n =−1,−2,−3, · · ·

1

2

(
an − jbn

)
, n = 1,2,3, · · ·

(2.160)

代回公式(2.156)，则公式(2.153)得证。

定理2.4中的两个公式(2.153)和(2.154)以一种高度浓缩的形式提供了“连续时间

域-离散频域”的双向变换，构成了一组 Fourier变换对。F (nω0)可以看作周期函数

f (t )经展开后的无穷级数系数，也可以看作时间域函数经过变换后的频域函数。

对于 Fourier级数来说，其直观意义在于可以看到到一系列三角函数叠加后是如

何逼近于原本的周期函数；而 Fourier级数复指数展开更适合考察时间域函数和经变

换后频域函数的相关性质。

例题 2.5 试求解周期 rect 函数的 Fourier 级数复指数展开。
解周期 rect函数即以 rect函数为基础，以周期 T 进行循环所构成的周期函数。首先其

在区间
[−T

2 , T
2

]
内明显满足可积条件，通过公式(2.154)，再结合公式(2.155)可得：

F (nω0) = 1

T

∫ τ
2

− τ
2

1

τ
e−jnω0t dt = 1

Tτ
· j

nω0
e−jnω0t

∣∣ τ2
− τ

2
= 1

T

sin(nω0τ/2)

nω0τ/2
(2.161)

可以看到，周期 rect函数所求得的频域函数 F (nω0)具有某种 sinc函数的形态，只
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不过是离散形式的。

下图2.15分别给出了周期 rect函数（取 τ= 1,T = 5τ）和经变换后的频域函数图：
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(a) 周期 rect函数（τ= 1,T = 5τ）
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(b) 频域函数 F (nω0)

图 2.15:周期 rect函数和其频域函数图

通过定理2.4，有了形式更加简洁的 Fourier 级数复指数展开，则可以继续根据

Fourier积分的思路，将周期函数推广至非周期函数。

定理 2.5 (Fourier积分复指数展开)

♥

在整个区间 [−∞,∞]内可积的函数 f (t )可以以连续频谱 ω的形式进行如下复指

数形式的展开：

f (t ) = 1

2π

∫∞

−∞
F (ω)ejωt dω (2.162)

其中，

F (ω) =
∫∞

−∞
f (t )e−jωt dt (2.163)

证明 需要说明的是，以上定理也可以通过 Fourier积分的表达式(2.140)结合定理2.1介

绍的 Euler公式进行推导证明，但计算过程会略显繁琐。

有了定理2.4，这里只需要效仿定理2.3中得到 Fourier积分的推导思路，将无穷级

数项求和将变为连续函数的积分，直接一步得到：

f (t ) =
∞∑
−∞

∆ω

2π

[∫ T
2

− T
2

f (t )e−jnω0t dt

]
ejnω0t T→∞−−−−→ 1

2π

∫∞

−∞

[∫∞

−∞
f (t )e−jωt

]
︸ ︷︷ ︸

F (ω)

ejωt dω
(2.164)

�
笔记从以上证明过程可以看出，系数 1

2π 可以自由选择放在 f (t )或 F (ω)的表达式中。

不同于 Fourier级数与 Fourier积分的形式，定理2.5将系数置于 f (t )中，只是约定俗成

的一种写法。

定理2.5中的两个公式(2.162)和(2.163)同样提供了“时间域-频域”的双向变换，不
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过这次是通过非周期信号实现连续时间域到连续频域的转换，也可以反过来实现连续

频域到连续时间域的转换。

由于 ω为三角函数中的角频率，在实际使用中，常采用频率 f = ω
2π 进行替换。将

该式代入公式(2.162)和(2.163)中，可最终得到如下通常意义下的 Fourier变换，也被称

为连续时间 Fourier变换，简称 FT（Fourier Transform）。

定义 2.2 (Fourier变换)

♣

在 (−∞,∞)范围内满足Dirichlet条件的函数，存在如下 Fourier变换表达式：
F ( f ) =F [ f (t )] =

∫∞

−∞
f (t )e−j2π f t dt

f (t ) =F−1[F ( f )] =
∫∞

−∞
F ( f )ej2π f t d f

(2.165)

其中， f (t )为函数在时间域上的表达式，F ( f )则为在频域上的表达式；F [ f (t )]

被称为 Fourier正变换，F−1[F ( f )]则为 Fourier逆变换。

由于时间域上的函数最常见的即为有限声音信号，满足 (−∞,∞)范围内的可积条

件，所以理论上可以通过上述 Fourier变换将任意时域信号 f (t )转化为频域信号 F ( f )，

对音频信号的频谱进行分析。

进一步考察下此时 F ( f )的物理含义。由于 f (t )可视作某种信号的“强度”，而根

据 Fourier正变换的表达式可知，F ( f )d f 与 f (t )量纲相同，所以 F ( f )可看作是信号

f (t )的“频率密度函数”。

例题 2.6 试证明：rect 函数和 sinc 函数互为 Fourier 变换对。具体来讲，即满足

rect(t )
FT←→ sinc(τ f ), sinc(τt )

FT←→ rect( f ) (2.166)

证明 首先推导时域函数 rect(t )的 Fourier正变换：

F ( f ) =F [ f (t )] =
∫ τ

2

− τ
2

1

τ
e−j2π f t dt = sin(τπ f )

τπ f
= sinc(τ f ) (2.167)

根据本节 Fourier 变换的推导过程可知，求得了 Fourier 正变换即同时得到了

Fourier逆变换。这里利用 sinc(τ f )的 Fourier逆变换做一验证：

f (t ) =F−1[F ( f )] =
∫∞

−∞
sin(τπ f )

τπ f

[
cos

(
2π f t

)+ jsin
(
2π f t

)]
d f

= 2
∫∞

0

sin(τπ f )cos
(
2π f t

)
τπ f

d f

(2.168)

上式最后一步的推导，用到了被积函数中奇函数与偶函数的积分特性。

若对公式(2.168)进行变量替换 f = ω
2π，则可得到与公式(2.150)完全一样的 rect函

数 Fourier积分表达式。

接下来推导时域函数 sinc(τt )的 Fourier正变换：

F ( f ) =F [ f (t )] =
∫∞

−∞
sin(τπt )

τπt

[
cos

(
2π f t

)− jsin
(
2π f t

)]
dt (2.169)

可以看到，虽然上式与公式(2.168)略有区别，但结合被积函数中相同的积分特性，

还是会得到形式相同的积分结果（注意此时参数 f 与 t 进行了替换）。
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频域函数 rect( f )的 Fourier逆变换证明从略，计算过程与公式(2.167)类似。

以上巧合，主要源于函数本身为偶函数，以及 e±j2π f t 特殊的积分特性。

进一步，考虑到周期函数其实并不符合定义2.2的 Fourier变换条件（在 (−∞,∞)

范围内不可积），尽管按照定理2.4的 Fourier级数复指数展开可以对周期函数进行频域

求解，但最好还是将其改写为类似定义2.2的统一变换形式。

引理 2.2 (周期函数的 Fourier变换)

♥

对于周期函数 f (t )，存在如下 Fourier变换表达式：

F ( f ) =F [ f (t )] =
∞∑

n=−∞
F (n)δ( f −n f0) (2.170)

其中，

F (n) = 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )e−j2πn f0t dt (2.171)

δ函数为前述章节定义1.6介绍的Dirac函数，f0为周期函数的频率，满足 f0 = 1
T，

n的取值为 n = 0,±1,±2, · · ·。

证明 结合Dirac函数的性质公式(1.153)，计算 δ(t )的 Fourier正/逆变换（满足可积条

件），可以得到如下特殊的 Fourier变换对：

δ(t )
FT←→ 1, 1

FT←→ δ( f ) (2.172)

同时还可从理论上给出Dirac函数一种特殊的积分定义（τ为任意积分参数）：

δ(x) =
∫∞

−∞
e±j2πτxdτ (2.173)

根据定理2.4的 Fourier级数复指数展开，有

f (t ) =
∞∑

n=−∞
F (nω0)ejnω0t =

∞∑
n=−∞

F (n)ej2πn f0t (2.174)

其中，

F (n) = F (nω0) = 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )e−jnω0t = 1

T

∫ T
2

− T
2

f (t )e−j2πn f0t dt (2.175)

此时，直接对 f (t )进行 Fourier变换，结合公式(2.173)的形式，可将本不具备可积

条件的函数变换为利用Dirac函数描述的形式：

F ( f ) =F [ f (t )] =
∫∞

−∞

[ ∞∑
n=−∞

F (n)ej2πn f0t
]

e−j2π f t dt

=
∞∑

n=−∞
F (n)

[∫∞

−∞
e−j2π( f −n f0)t dt

]
=

∞∑
n=−∞

F (n)δ( f −n f0)

(2.176)

以上推导还可进一步延伸归纳出如下的 Fourier变换对：

ej2π f0t FT←→ δ( f − f0), δ(t − t0)
FT←→ e−j2π f0t (2.177)

例题 2.7 试求解周期 rect 函数的 Fourier 变换表达式，并分析其与例题2.5的关系。
解根据引理2.2，先计算 F (n)，形式与公式(2.161)相同（只需将 ω0转为 f0），最终有

F ( f ) =F [ f (t )] = 1

T

∞∑
n=−∞

sin(πn f0τ)

πn f0τ
·δ( f −n f0) = f0 sinc(τ f ) ·

∞∑
n=−∞

δ( f −n f0) (2.178)
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即 F ( f )可表示为经过一串周期Dirac函数“抽样”后的某种 sinc函数。对 F ( f )的

每一项进行积分，刚好等于例题2.5中 F (nω0)的对应项，符合其“频率密度”的概念。

2.3 乐音体系的构成

讨论到这里，其实都还是站在理论的角度，对振动现象作出的解释。当具体到“声

音”的本质时，会发现从“振动”到“声音”之间还存在一条相当大的鸿沟。原因在

于，振动即是振动，这种外界的运动无法“自发”产生声音。

所以声音并非产生于外界，其诞生源于外界物体的振动带动周围空气的振动，这

种振动形式传递到人耳，耳膜振动，再由耳神经传递至大脑，大脑将这种刺激最终转

化为“声音”。即声音其实产生于人类内心，是一种对外界干扰现象的心理反应。

2.3.1 声音的物理表现

经验上来说，声波的物理特性与人对于声音特质的理解具有一定联系。宏观上看，

一般会认为振动频率越大的声波，其“音调”越高；而振动越剧烈的声波，其“音量”

越大。原因在于，振动频率越大，空气振动挤压耳膜越“频繁”，人脑对于这种振动模

式的理解也会表现为越“激烈”，转化为一种“认知”即为音调越高；而振动越剧烈的

声波，即波形的振动幅度越大，耳膜需要承担振幅更大的振动，人脑的理解则会表现

出一种“觉得声音响度大”的认知。

尽管上述描述具有一定道理，但其实对于频率和振幅来说，其物理表现与人的心

理反应并不都是简单的一对一关系。不过对于振幅来说，本书讨论的范畴均可认为

“振动幅度”与声音“响度”存在简单的线性正比关系；而对于频率来说，则需要做进

一步说明。

首先，人的听觉能力是有限的，并不是所有的振动都可以转换为人对于声音的认

知。对于响度来说，声音过小自然很难听到；而对于频率来说，则更具有数值上的可

参考性：经实验可知人的可听频率大致在 20Hz−20000Hz之间。

假设一个振动模型传递到人耳时在可听频率范围内，那么周期性的波形更容易让

人脑产生“规律性”的理解，从而形成“固定音高”的认知。由于所谓非周期性信号

一般也是时域“有限”的，此时也可通过循环该非周期性信号达到合成周期性信号的

目的，从而形成固定音高。

注意这里的周期性波形必须是“稳定”的周期性波形，动态变化的波形也较难形

成固定音高的认知。

2.3.2 乐音的频率关系

由 Fourier变换可知，任意周期性信号其实是一系列不同频率的基本三角函数波

形叠加而成。其基础频率为 ω0，剩余的频率分别为 ω0的正整数倍（这里为方便描述，
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采用三角函数的角频率来指代频率）。所以人对于“固定音高”的认识，其实是以基础

频率ω0为准的认识，而不同频率的分布则将影响声音的“特质”，即音色。

通常情况下，除了基础频率的波形外，剩余频率的波形可以称为“谐波”；另外也

可以用“泛音列”的概念来描述声音的频率分布，如基础频率的波形为第一泛音，2

倍于基础频率的波形为第二泛音，3倍于基础频率的波形为第三泛音，以此类推。下

表2.1描述了以 220Hz为基础频率的声音，其频率分布的情形：

表 2.1: 220Hz为基频的声音频率分布

基波（第一泛音） 谐波（第二泛音、第三泛音、· · ·）
倍数关系 1 2 3 · · · n
频率大小 220Hz 440Hz 660Hz · · · n ×220Hz

性质根据上述分析，总结下声音频率与振幅的物理性质：

人的听觉频率范围大体为 20Hz−20000Hz；

周期性的声波形成固定的音高；

声波的基础频率决定了声音的音高；

声波的振幅决定了声音的音量；

声波的频率分布决定了声音的音色。

既然已经明确周期性的声音均可以拆解为离散的“基波 +谐波”组合，接下来可

以进一步考虑“乐音”是如何构成的。首先频率分布稳定的周期性声音是必须的，这

样才能形成固定音高；其次，尽管不同的周期性波形对人来说其音高感受不尽相同，

但由于波形频率分布的关系，必然存在某些具有固定音高声音（后面用“单音”来描

述）的组合同时发声也具备“和谐”的特性。

例如，本身基础频率就为正整数倍关系的单音放在一起必然和谐，因为其泛音列

均呈现出“包含关系”。基础频率为 220Hz的单音，其所有泛音均包含在基础频率为

110Hz的单音之中，如下表2.2所示：

表 2.2:分别以 110Hz与 220Hz为基频的单音包含关系

基波（第一泛音） 谐波（第二泛音、第三泛音、· · ·）
倍数关系 1 2 3 · · · n
频率大小 110Hz 220Hz 330Hz · · · n ×110Hz
频率大小 220Hz 440Hz 660Hz · · · n ×220Hz

接下来，考虑基础频率为非正整数倍的情形。很明显，非正整数倍情况下，不同

的单音叠加在一起，无法像正整数倍一样那么“和谐”，但依旧会存在某些泛音频率

相等的情况。例如，基础频率为 220Hz的单音，其第三泛音就与基础频率为 330Hz的

单音的第二泛音完全相同，频率均为 660Hz。此时两个单音在一起，也存在一定程度

的“和谐”。而 330Hz是 220Hz的 3
2 倍，不是正整数倍，而是介于 1倍和 2倍之间。

将以上发现的规律做一般化处理，以基频为 kHz的单音作为基准，展示不同正整

数倍频率为基频的单音频率分布关系，会产生一个m ×n的矩阵，如下表2.3所示：
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表 2.3:以不同正整数倍频率为基频的单音频率分布关系

基波 谐波

倍数关系 1 2 3 · · · n
kHz为基频的单音 kHz 2kHz 3kHz · · · n ×kHz

2kHz为基频的单音 2kHz 4kHz 6kHz · · · n ×2kHz
3kHz为基频的单音 3kHz 6kHz 9kHz · · · n ×3kHz

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
m ×kHz为基频的单音 m ×kHz m ×2kHz m ×3kHz · · · m ×n ×kHz

此时可以得到一个普适性的结论，即基频为m ×kHz的单音，其第 n泛音与基频

为 n×kHz的单音的第m泛音完全相同，频率均为m×n×kHz，也就是说此种情况下，

总可以通过泛音列寻找到两个单音频率的最小公倍数。而 n×kHz是m×kHz的 n
m 倍，

其中m = 1,2,3, · · · , n = 1,2,3, · · ·。
换种说法，若约定m < n，则可以在基频为 kHz之后插入一个基频为 n

m ×kHz =
n×kHz的单音，两者具备一定程度的“和谐”。此时的比值 n

m 依照泛音列的顺序可为
3
2 , 4

3 , 5
4 , · · ·。由于对于人脑来说，是以基频作为基准固定音高，即更容易关注与基频相

近的泛音，所以该比值序列，其“和谐”程度依次递减。

总结来讲，首先确定单音为固定音高，然后若想要让多个单音的合奏达到“和谐”，

需要让单音之间满足特定的比值关系。最完美的比值即为正整数倍 1,2,3, · · ·，其次是
由正整数组成的分式 3

2 , 4
3 , 5

4 , · · ·。这便是音乐中乐音体系构建需要具备的频率关系。

2.3.3 十二平均律

有了乐音的频率关系作为理论基础，则可以开始考虑如何构建合适的单音体系，

来形成真正的“音乐”。现在由于发现满足一定比值关系的单音，互相之间具备“和

谐”的可能，所以需要尽可能将这些单音囊括在所建立的单音体系中。

首先，频率关系满足正整数倍 1,2,3, · · · 的单音自然要优先考虑在内，然而这还远
远不够，还需要进一步在这些倍频中插入更多的单音，这样才能最大化丰富声音的体

系。由于最小的倍频关系是 2倍，所以这里可以以基础频率为 kHz的单音作为起始音，

2倍为公比，构建出一条单音的排列方式1，频率依次为：k,2k,4k, · · ·。然后，再在其中
进行插值，形成最终的单音排列方式。以最小的倍数关系 2倍来构建的原因在于，这

样才能保证音与音之间的频率差距最小，此时插值才能够选取出最密集的单音。

接下来考虑如何插值，频率关系满足 3
2 , 4

3 , 5
4 , · · · 这些分式的单音自然可以考虑在

内，但这些分式插入倍频关系的数列中，将会破坏原有的“等比数列”格局。例如，将

频率为 3
2 k的单音插入频率为 k和 2k的单音之间，新形成的数列并不是等比数列，前

者比值为 3
2，后者比值为

4
3。

为何需要维持频率的等比数列关系呢？这涉及到音乐当中的“升降调”（术语解

释见章节3.1）难题。一段旋律能够自由升降调，需要满足：

1频率满足倍频关系的单音才可能“和谐”，所以需要构建“等比数列”，而非“等差数列”。
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1. 旋律当中的每个单音之间“间隔”保持不变，即频率的倍数关系保持不变；

2. 所有单音可以以“打包”的方式整体升高或降低一个统一的频率倍数。

假设此时构建出了一条非等比数列的单音排列方式，所有的单音都在这里了，只

能以这些音来写作一条旋律，此时若想要升降调，也就是将这一段特殊的单音排列在

不改变音与音之间频率倍数关系的前提下整体挪动一个或几个单音的距离，会发现某

些音存在“对不齐”的情况。

下图2.16展示了将频率为 3
2 k的单音插入频率为 k和 2k的单音之间形成的单音排

列方式，在升调升高一个音时的情形。由于音与音之间的频率倍数关系不均等，导致

在升调后会出现许多原有单音排列中不存在的音。此时若想要“强行”升调，则只能

近似用原有的音来替代现在升调后旋律中出现的新音，这将破坏原有旋律的规律性，

使得某些音听上去极度不协和。

𝑘𝑘 3
2𝑘𝑘

2𝑘𝑘 3𝑘𝑘 4𝑘𝑘 ⋯

3
2

4
3

3
2

4
3

3
2𝑘𝑘

9
4𝑘𝑘

3𝑘𝑘 9
2𝑘𝑘

6𝑘𝑘 ⋯

3
2

4
3

3
2

4
3

图 2.16:频率倍数关系不均等的单音序列会遇上升降调问题

若想要单音的排列方式完全保持为等比数列，则需要一个固定的计算格式。例如

在频率为 k和 2k的单音间隔之间按倍数关系切分成三等分，令公比为 x，则等比数列

为 k,k ·x,k ·x2,k ·x3。此时根据 k ·x3 = 2k，可求得公比的具体数值为 2
1
3。这样构建出

的单音排列方式将不会存在上述的升降调问题，而且可以进一步按照同样的等比数列

格式将单音排列续写下去，如下图2.17所示：

𝑘𝑘 𝑘𝑘 ⋅ 2
1
3 𝑘𝑘 ⋅ 2

2
3 𝑘𝑘 ⋅ 2

3
3 2𝑘𝑘 ⋅ 2

1
3 2𝑘𝑘 ⋅ 2

2
3 ⋯

𝑘𝑘 𝑘𝑘 ⋅ 2
1
3 𝑘𝑘 ⋅ 2

2
3 𝑘𝑘 ⋅ 2

3
3 2𝑘𝑘 ⋅ 2

1
3 2𝑘𝑘 ⋅ 2

2
3 ⋯

2
1
3 2

1
3 2

1
3 2

1
3 2

1
3

2
1
3 2

1
3 2

1
3 2

1
3 2

1
3

图 2.17:频率倍数关系相等的单音序列可以任意升降调

�
笔记这里为展示方便，用“距离的长短”来示意频率倍数关系是否相等。这与一般的

长度丈量关系并不相同（常规来说，等距意味着是等差数列），需要注意区分。

所以可以看到，既要声音满足和谐关系，又要旋律能够任意升降调，这两者并不

可同时兼得。一个可行的方案即为采用迂回的方式，按等比数列的格式在频率为 k和

2k的单音间隔中不断增大等分的数量，让插入的单音频率逐渐趋近于 3
2 k, 4

3 k, 5
4 k, · · ·这
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些“和谐”的声音。这样既可满足升降调的需求，同时可以让新产生的单音“近似”

满足和谐关系。

将前述等比数列的计算格式一般化，当在 k 和 2k 的单音之间按相等的频率倍数

等分 N 份，则可求得此时公比为 2
1
N，每一个单音的频率为 k ·2 i

N , i = 0,1, · · · , N。逐渐

增大 N 的取值，可以看到这些频率为无理数组成的单音与“和谐”声音之间拟合程度

的变化趋势。这里选取了 N = 5,10,12,19四种不同的情形，同时为简化令 k = 1，如下

图2.18所示：
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(d) N = 19

图 2.18:不同等分情形下的单音排列与和谐声音的拟合关系

可以看到，随着 N 取值逐渐增大，新形成的单音排列与由正整数分式组成的和

谐声音的拟合可能也将逐渐增大。尽管从数学上讲，自然是细分的越多越好越可能拟

合，但从上图2.18(c)和 (d)中可以发现，对于 3
2 和

4
3 这两个较为靠前的和谐单音来说，
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按频率倍数关系等分 12份居然比等分 19份的拟合程度更好；另外，从人的听觉上讲，

也并不能无限制去细分音与音之间的间隔。为了保证新形成的单音排列，每一个音都

拥有听觉上独立的音高，也需要考虑每个单音之间的频率差异。

对于上述单音排列规律的探讨由来已久，随着对音律研究的逐渐深入，也诞生了

诸多音律排列方式，例如中国古代的三分损益法和西方的五度相生律，即是通过 3
2 的

频率比值插值而成（尽管两者的具体操作细节会略有不同）；纯率则是允许更多不同

正整数倍频率的分式进行插值；而十二平均律是相对较为圆满可同时解决和谐与升降

调问题的方案，还能够保证音与音之间具有一定的频率差异。十二平均律也是从古典

和声时代起逐渐约定俗成的定律范式，一直延续到现当代音乐，也未曾改变，足以说

明这种定律方式的优越之处。

下表2.4总结了十二平均律中一个两倍频率关系内不同间隔的单音频率之间相对

于纯率中频率比值的对应关系及其误差。

表 2.4:十二平均律中单音的间隔与纯比值的对应关系

声音的和谐程度 单音的间隔个数 拟合的纯率频率比值 误差百分比

完全和谐
0 1:1 0.0%

12 1:2 0.0%

和谐
7 2:3 -0.1%
5 3:4 +0.1%

不完全和谐

4 4:5 +0.8%
9 3:5 +0.9%
3 5:6 -0.9%
8 5:8 -0.8%

不和谐

10 4:7 +1.8%
2 8:9 -0.2%
6 5:7 +1.0%

11 8:15 +0.7%
1 15:16 -0.7%

下图2.19展示了按键排列规律较为明显的钢琴键盘与十二平均律的对应关系。

图 2.19:钢琴键盘与十二平均律的对应关系
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十二平均律是具有划时代意义的科学发现。正是因为有了这种较为完善的定律方

式作为基石，才为现代音乐如此绚烂丰富的声音色彩提供了可能。据史料记载，第一

个完整阐述导出十二平均律并留存有著作问世的人是我国明朝的朱载堉。在那个科学

衰微思想蒙昧的年代，朱载堉凭借着一把算盘利用珠算开方得到了十二平均律中公比

的具体数值。作为明太祖八世孙，明朝郑藩的第五代世子，尽管在音乐领域作出了极

其伟大的科学贡献，却并未像明朝历史上其他名垂青史的人物般耀眼，而是在很长一

段时间里，其著作都是无人问津，不知有何用。

古往今来，人人都离不开音乐，可人人也都不重视音乐，视音乐为“靡靡之音”。

搞懂音乐既不能加官进爵，也无法腰缠万贯。其实从前述关于十二平均律的探讨可以

看到，其思想动机较为直接，推导过程也并不复杂。也许该思想的萌芽诞生于更早先

的年代也未尝可知，但在那时钻研下去并不知有何意义，就算真的一意孤行，也极难

通过当时现有的数学手段实现对于 2
1

12 的计算，更别说如朱载堉般著书立说了。所以

十二平均律的科学发现极其难得且珍贵。�
笔记尽管十二平均律的定律方法早已成为范式，但其实这些音都不是“完美和谐”的，

而是“近似和谐”。正是由于对十二平均律的长久“浸染”，导致人耳已经顺从了这种

“不完美”的声音，“自我欺骗”将其视作“乐音”。

除此以外，对于更多等分的平均律探索在现代音乐里也颇具趣味。例如十九平均

律就可以以微小的误差提供适应古典和声的声音2以外，还增加了一些高度陌生的微

分音（指代比十二平均律频率间隔更小的单音），但这些微分音所近似的频率比包含的

正整数也基本都在 15以下，所以十九平均律从理论上可以通过增加不同音的组合提

供更加丰富的和声，增加和弦色彩的可能性，对探索现代音乐不同的声音具有深远意

义。只是对于绝大多数习惯十二平均律听感的人来说，十九平均律的声音会略显“怪

异”，所以这些尝试仍尚处于实验阶段，也许未来某一天会被大众所广泛接受，也许

永远不会。

2.4 弦乐器的声学解释

作为人类文明的瑰宝，古典音乐时期可谓是大师云集、名作不断，这当然与集结

了人类智慧之结晶所创造出的各类纷繁的原声乐器密不可分。事实上，很难讲到底是

先有了本书前述那些繁琐复杂的理论知识积淀后才做出的这些原声乐器，还是通过一

代代匠人的实践经验积累制作而出，理论知识只是辅助；但不论如何，现在若已经提

前具备了如此多声学相关的理论知识，对原声乐器本身将会有更加透彻的理解和全新

的解读视角。

以本节所介绍的弦乐器为例，前面公式(2.18)已经给出了张紧且两端固定的弦在

任意初始情况下进行振动所产生的波形数学描述，理论上可以适用于任意弦乐器的分

析。无论初始状态下对弦做任意的小扰动，都将产生一系列满足基础三角函数的驻波

2即传统乐理中的 do re mi fa sol la si，后续下一章节会进行详细介绍。
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叠加，即弦上每一点单一模态的振动状态均完全相同（只是幅值不同），且不同模态的

频率呈现倍频关系。考虑到人对于音高的认识主要与波形成的稳定频率有关，所以不

管弦如何振动，均可以形成固定音高。更进一步，可以通过将公式(2.18)中的 x视为常

数，得到弦乐器振动频率 fstring的具体数学表达式，也被称为梅森（Mersenne）公式：

fstring = 1

T
= ωn

2π
= n

2L
c = n

2L

√
T

ρ
, n = 1,2,3, · · · (2.179)

上式(2.179)中用到了角频率 ωn 与弦长 L之间的关系式(2.15)，以及弦振动中波速

c的推导结果(1.45)。这个数学结论有意思的地方在于，可以从理论上证实，弦的振动

频率仅仅与弦长 L、张力 T，以及弦的密度 ρ有关，而与常规认识中弦的粗细无关。所

以弦乐器的低音弦才以缠绕的方式进行加粗，就是为了只改变琴弦的密度，减少由于

琴弦粗细变化带来的弯曲刚度影响，尽可能保持琴弦柔韧的力学特征。

考虑到公式(2.18)中还存在两个未知参数 an 和 bn，而若想要导出具体的 an 和 bn

数值，还需要给出弦的初始位移与速度状态。根据弦乐器的传统分类，可以分别从拨

弦乐器、拉弦乐器，和击弦乐器三大类出发，分别进行论述。

2.4.1 拨弦乐器

拨弦乐器的代表：吉他、竖琴、古筝、琵琶、箜篌等。

拨弦乐器通过手指的弹拨进行演奏。由于手指拨弦后会迅速离开琴弦，所以琴弦

的振动会随着空气阻力的影响逐渐减缓，第一下最强的振动将会形成一个非常明显的

“音头”，这也是拨弦乐器最大的音色特点。

此时拨弦而未放开时所形成的琴弦状态，即可用前面章节提到的初始位移分布函

数 u0(x)进行描述，而此刻的初始速度分布函数 v0(x)则为零。

该状态下可以直接采用前述公式(2.22)进行后续分析。根据公式(2.22)可知，初始

位移分布函数 u0(x)可以通过令 u(x, t )中的 t = 0得到，即有

u(x,0) =
∞∑

n=1
an sin

(nπ

L
x
)
= u0(x) (2.180)

可以看到，此时若能给出具体的u0(x)表达式，则唯一的未知参数 an可解（bn = 0），

最终可导出该初始扰动状态下琴弦具体的波动方程定解。

根据拨弦的动作，可以将此时弦的初始位移状态简化描述成一个折线方程，如下

图2.20所示：

𝑥

𝑢

𝑂 𝑥0
𝐿

ℎ

图 2.20:拨弦乐器的初始位移状态

上图以弦长 L方向为 x轴，垂直方向为 u轴建立二维坐标系。拉弦的位置为 x0处，
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h表示通过手指拉弦后该点与原来位置之间的距离，则此时可以给出该初始状态下折

线方程的解析表达式：

u0(x) =


h

x0
x, x ∈ [0, x0]

h

L−x0
(L−x), x ∈ [x0,L]

(2.181)

�
笔记根据前面公式(1.223)的描述，可知初始位移分布函数 u0(x)为周期为 2L的周期函

数。所以这里可以看作只给出了“右半边”u0(x)的表达式，而“左半边”只需要按照

奇函数定义补全即可。

对于公式(2.180)来说，可以借鉴 Fourier级数证明中的分析思路，对其两边同时乘

以 sin
(nπ

L x
)
，并在区间

[−T
2 , T

2

]
上进行积分（其中 T = 2L），此时根据三角函数系的正

交性特征，即公式(2.122)，可给出 an的求解表达式：

an = 1

L

∫L

−L
u0(x)sin

(nπ

L
x
)

dx (2.182)

本质上来说，由于初始位移分布函数 u0(x)就是一个周期函数（周期为 2L），所以

可以利用 Fourier级数展开成无穷级数的形式，即公式(2.180)。而其中的参数 an 也与

Fourier级数中的参数类似（这里的 an即对应着 Fourier级数公式中的 bn）。

代入初始位移分布函数 u0(x)的具体表达式，则可求得 an的数值。

由于公式(2.181)给出的形式不太容易看出规律（x0为弦上任意位置），这里可以

考虑将 x0固定在弦上特定的位置，例如弦长的
1
2 , 1

3 , 1
4 , · · · 倍数处，即按照多等分的方

式来确定手指拨弦的具体位置，进一步考察在弦上不同位置处进行拨弦，对所发出声

音的影响。

此时 x0可表示为

x0 = L

k
, k = 2,3,4, · · · (2.183)

公式(2.181)相应变化为

u0(x) =


kh

L
x, x ∈ [0, x0]

kh

(k −1)

(
1− x

L

)
, x ∈ [x0,L]

(2.184)

注意到此时 an 的求解表达式(2.182)中，被积函数里 u0(x) 和 sin
(nπ

L x
)
在区间

[−L,L]上均为奇函数，所以被积函数整体为偶函数，故可以简化运算，只计算一半

的积分即可，如下：

an = 1

L

∫L

−L
u0(x)sin

(nπ

L
x
)

dx = 2

L

∫L

0
u0(x)sin

(nπ

L
x
)

dx (2.185)

随后，将 u0(x)的表达式(2.184)代入公式(2.182)中可得：

an = 2

L

[∫ L
k

0

kh

L
x sin

(nπ

L
x
)

dx +
∫L

L
k

kh

k −1

(
1− x

L

)
sin

(nπ

L
x
)

dx

]
(2.186)

对上式进一步展开并整理成三项：

an = a(1)
n +a(2)

n +a(3)
n (2.187)
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其中，

a(1)
n = 2kh

L2

∫ L
k

0
x sin

(nπ

L
x
)

dx

a(2)
0 = 2kh

(k −1)L

∫L

L
k

sin
(nπ

L
x
)

dx

a(3)
0 =− 2kh

(k −1)L2

∫L

L
k

x sin
(nπ

L
x
)

dx

(2.188)

第二项 a(2)
n 可直接求得：

a(2)
n = 2kh

(k −1)L

∫L

L
k

sin
(nπ

L
x
)

dx =− 2kh

(k −1)L
· L

nπ
cos

(nπ

L
x
)∣∣∣∣L

L
k

= 2kh

(k −1)nπ

[
cos

(nπ

k

)
−cos(nπ)

] (2.189)

第一项 a(1)
n 和第三项 a(3)

n 则需要用到微积分中的分部积分法：

a(1)
n = 2kh

L2

∫ L
k

0
x sin

(nπ

L
x
)

dx =−2kh

L2
· L

nπ

∫ L
k

0
xd

[
cos

(nπ

L
x
)]

=− 2kh

nπL

[
x cos

(nπ

L
x
)∣∣∣ L

k

0
−

∫ L
k

0
cos

(nπ

L
x
)

dx

]

=− 2kh

nπL

[
L

k
cos

(nπ

k

)
− L

nπ
sin

(nπ

L
x
)∣∣∣∣ L

k

0

]

=− 2h

nπ
cos

(nπ

k

)
+ 2kh

n2π2
sin

(nπ

k

)
(2.190)

a(3)
n =− 2kh

(k −1)L2

∫L

L
k

x sin
(nπ

L
x
)

dx = 2kh

(k −1)L2
· L

nπ

∫ L
k

0
xd

[
cos

(nπ

L
x
)]

= 2kh

(k −1)nπL

[
x cos

(nπ

L
x
)∣∣∣L

L
k

−
∫L

L
k

cos
(nπ

L
x
)

dx

]

= 2kh

(k −1)nπL

[
L cos(nπ)− L

k
cos

(nπ

k

)
− L

nπ
sin

(nπ

L
x
)∣∣∣∣L

L
k

]

= 2kh

(k −1)nπ
cos(nπ)− 2h

(k −1)nπ
cos

(nπ

k

)
+ 2kh

(k −1)n2π2
sin

(nπ

k

)
(2.191)

将上述三式代回公式(2.187)会发现绝大多数项合并后均被消去，最终得到：

an = a(1)
n +a(2)

n +a(3)
n = 2k2h

(k −1)n2π2
sin

(nπ

k

)
(2.192)

将上式(2.192)代入公式(2.22)，则可给出在不同等分点上拨弦的弦振动定解。

考察下公式(2.192)会发现，随着 k的取值不同，会存在 an取值为零的情形。例如

在弦的中心处（k = 2）进行拉伸弹拨，则弦振动的定解仅包含奇数频率的正弦级数项，

即所发出的声音缺少偶数次谐波；在琴弦的 1
3 处弹拨，则会缺少 3,6,9, · · · 次谐波，以

此类推。

进一步分析，若想要直接得到任意 x0位置下被抑制的谐波模态 n，只需满足
nπ

k
= mπ, m = 1,2,3, · · · (2.193)
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并将关系式(2.183)代入上式中即可得到：

n = m

(
L

x0

)
, m = 1,2,3, · · · (2.194)

由于此时 n也为正整数，所以若想要抑制拨弦乐器振动时的某些模态，即满足上

式成立，需要在弦长的任意等分点上进行弹拨（不仅仅是在弦长的 1
2 , 1

3 , 1
4 , · · · 倍数处，

也可以在 2
3 , 3

4 , · · · 等处）。
总结来说，在给定一种弦的张紧模式后，拨弦乐器发声的特质完全取决于拨弦的

位置（这里未考虑乐器共鸣腔体的作用）。这也是为什么，在拨弦乐器上不同的位置

进行演奏，产生的声音会有细微差别的原因（虽然音高不会发生变化）。�
笔记虽然上述推导采用的是将弦长 k等分的方式，但由于公式(2.183)中各参数均可视

为常数，所以若想要得到任意 x0位置下拨弦的振动定解也很方便，将 k = L
x0
代入公

式(2.192)进行变换即可。

2.4.2 击弦乐器

击弦乐器的代表：钢琴、扬琴等。

击弦乐器的基本发声模式与拨弦乐器较为类似，都是在两端固定拉紧的弦上，给

定一个初始状态进行的自由振动。只不过击弦的运动是一种瞬时的加速运动，击弦结

束立刻完成对初始速度分布函数 v0(x)的建立，而此刻的初始位移函数 u0(x)则可视为

零。所以这里需要回到弦振动一般解的初始形态，即公式(2.18)进行分析。

由于此时 u0(x) = u(x,0) = 0，代入公式(2.18)即可求得 an = 0。所以击弦乐器模型

下的弦振动一般解可简化为

u(x, t ) =
∞∑

n=1
bn sin

(ωn

c
x
)

sin(ωn t ) =
∞∑

n=1
bn sin

(nπ

L
x
)

sin
(nπ

L
ct

)
(2.195)

上式对时间 t 求一阶偏导数，并令 t = 0即可求得此时初始速度分布函数 v0(x)的

表达式：

v0(x) = ∂u

∂t
(x,0) =

∞∑
n=1

bnωn sin
(nπ

L
x
)

(2.196)

由于根据引理1.13可知，v0(x)也是周期为 2L的周期函数，与拨弦乐器的分析类

似，这里可以通过对上式两边同时乘以 sin
(nπ

L x
)
，并在区间

[−T
2 , T

2

]
上进行积分（其

中 T = 2L），从而求得此刻 bn的表达式：

bn = 1

ωnL

∫L

−L
v0(x)sin

(nπ

L
x
)

dx (2.197)

所以，只要给出具体的初始速度分布函数 v0(x)的解析形式，根据上式(2.197)即可

求得此时唯一的未知参数 bn，最终导出击弦乐器模型下确切的弦振动定解。�
笔记上述两节推导出的未知参数 an 和 bn 的求解表达式(2.182)和(2.197)，不仅仅适用

于 v0(x) = 0或 u0(x) = 0的情形。事实上，通过同样的推导流程可以证明，在任意初始

位移与速度状态下，公式(2.182)和(2.197)均成立。

一般来说，击弦乐器的初始速度分布函数 v0(x)可以简化为一个分段常数模型，如
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下图2.21所示：

𝑥

𝑣

𝑂 𝛼1𝐿

𝐿

𝑣0

𝛼2𝐿

图 2.21:击弦乐器的初始速度状态

由于一般击弦的榔头都具有一定宽度，所以击弦的一瞬间可以看作是在 x轴上有

一段速度为 v0的常数区间（不论击弦动作的方向如何，这里均简化为产生一个正方

向的速度），而弦上其他位置速度则为零。这里具有速度的区间可以用 [α1L,α2L]来表

示（α1和 α2分别为弦长 L的某个比例系数），则此时该初始状态下的速度解析式为

v0(x) =

v0, x ∈ [α1L,α2L]

0, else
(2.198)

与拨弦乐器的分析类似，由于根据引理1.13可知，v0(x)也是奇函数（上图2.21也

是只绘制了“右半边”），这里对于求解 bn 的关系式(2.197)也可以简化为只计算一半

的积分，如下所示：

bn = 1

ωnL

∫L

−L
v0(x)sin

(nπ

L
x
)

dx = 2

ωnL

∫L

0
v0(x)sin

(nπ

L
x
)

dx (2.199)

将公式(2.198)代入上式，则可直接计算出 bn的表达式：

bn = 2

ωnL

∫α2L

α1L
v0 sin

(nπ

L
x
)

dx = 2v0L

cn2π2 [cos(α1nπ)−cos(α2nπ)] (2.200)

再将上式(2.200)代回公式(2.195)，则可给出击弦乐器完整的弦振动定解。

可以看到，击弦乐器模型中，初始速度 v0至关重要。v0越大，则最后波的振幅也

越大，产生的声音也越大。这也与击弦时的实际情况相吻合，若击弦力度越大，产生

的瞬时速度也将越大，此时触发的声音也相应越大。

事实上，击弦乐器的琴弦状态也有区别于拨弦乐器的地方。为了让击弦的动作在

琴弦上的反馈更加明显，一般击弦乐器的琴弦张紧力会远大于拨弦乐器，使得琴弦处

于一种相当“紧绷”的状态，更趋向于前述的“细杆”基础模型。而根据章节2.1.2的

推导可知，细杆中的弯曲波会存在弥散现象，即产生的不同谐波其传播速度也不同。

所以对于人来说，击弦乐器所发出的声音在听感上相比拨弦乐器会更加“不和谐”，这

便是由于谐波的“不稳定”所导致。

然而，并不是“不和谐”就一定“不好”，与此相反，由于击弦乐器兼顾弦振动

的“固定音高”特征和杆振动的“弥散”特征，所以还是较容易调制出一个相对稳定

的“音高认知”，此时谐波的不稳定反倒会造就“层次丰富”的声音听感，对人耳来说

不失为一种美妙的声音。例如钢琴的音色便是一种极其细腻丰富的音色，在实际演奏

中可以提供宽广的动态范围和丰富的声响效果。
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2.4.3 拉弦乐器

拉弦乐器的代表：小提琴、中提琴、大提琴、二胡、马头琴等。

拉弦乐器的发声模式较为复杂，而且直观上也很难想得到。原因在于，尽管拉弦

乐器的琴弦也是两端固定且张紧的状态，但却是通过琴弓摩擦琴弦发出声音，且声音

会随着琴弓的运动一直持续。此时琴弦的运动更像是一种“受迫振动”，所以其振动

的波形与拨弦或击弦乐器相差较大，也很难直接应用弦振动的一般解进行套用，给出

其无穷级数的表达形式。

具体来说，琴弓的弓毛具有一定“粘滞效应”，并且带有方向性，即用手沿着弓毛

去“剐蹭”时，会发现一个方向上“毛刺感”较明显，即摩擦较大，而另一个方向上

较为光滑。利用这个特点，琴弓采用了多缕弓毛反向安装，这样能够保证在琴弦垂直

方向上拉弦（即所谓的运弓）时，无论是沿哪个方向，都能够有一半的弓毛对琴弦施

加明显的摩擦作用。

(a) 初始摩擦情形 (b) 循环振动情形

图 2.22:拉弦乐器琴弦振动示意图

然而由于琴弦本身张力较大，并不可能一直被琴弓牢牢抓住。所以在琴弦随着琴

弓运动时会达到一个临界点，此时静摩擦力已无法平衡被拉开的琴弦张力，导致琴弦

会挣脱琴弓的束缚做反向运动。拉弦乐器的初始摩擦情形见上图2.22(a)所示。

在经过初始摩擦阶段后，挣脱束缚的琴弦并不会一直自由下去，而是会在反向运

动到某一位置再次被琴弓抓住，导致琴弦继续重复被琴弓拖拽做同向运动的状态。

具体来分析琴弦的这种往复运动。由于琴弓一般在靠近琴弦端部的位置进行运

弓。当琴弦经过初始摩擦阶段，其之后的“释放阶段”与“摩擦阶段”将会组成一个

完整的周期，而琴弦的波动将遍布整根弦，一个来回走过的周期距离刚好为 2L。由于

在摩擦阶段，琴弦随琴弓一起运动时该点的速度与运弓速度相同，而在释放阶段时，

琴弦将会拥有一个较大的张力，致使释放过程“瞬间完成”。所以从时间上讲，摩擦

阶段将远大于释放阶段。

由于拉弦的过程是一种受迫振动，所以在上述分析下，琴弦只有可能“被迫”产

生一个“逆时针”的循环运动（若是自由形态下，偏左端的琴弦被拉起，左边的张紧

力将更大，琴弦会有向右波动的倾向性）。且考虑到琴弦的惯性影响，其循环过程将

呈现出一种被“甩出去”的形态，即琴弦的弯折点会形成弧线的轨迹，如上图2.22(b)

所示。
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拉弦乐器所表现出的这种运动形态，也被称为亥姆霍兹（Helmholtz）运动。值得

说明的是，上述分析在实际的拉弦过程中，都是快速到人的肉眼难以捕获，需要高速

相机才能呈现一二。人眼只能看出拉弦时琴弦在快速振动而已。

事实上，从弦的振动章节推导过程可以知道，拉弦乐器的理论模型也符合波动

方程，只是受琴弓影响其运动形态有所不同。所以拉弦乐器的波速 c 也可以采用公

式(1.45)进行计算（波速 c只受张紧力和材料属性影响）。而拉弦乐器琴弦的一个运动

周期距离为 2L，所以可以求得拉弦乐器所发出声音的基础频率为

fbowed = c

2L
= 1

2L

√
T

ρ
(2.201)

这说明，拉弦所发出的声音音高与拨弦或击弦完全相同。

例如，拉弦乐器拉出一个基础频率为 440Hz的声音，则此时Helmholtz运动进行

一个周期只需要 1
440 s，说明拉弦时的琴弦振动确实快到人眼难以分辨。

进一步分析与琴弓接触点处的琴弦运动状态，可以绘制出其位移变化曲线，如下

图2.23所示：

𝑥

𝑢

𝑂

摩擦阶段
释放
阶段

释放
阶段 摩擦阶段初始摩擦阶段

图 2.23:拉弦乐器琴弓处位移变化曲线

由于经过初始摩擦阶段后，琴弦反向运动并不能回到以原静止处为轴心完全相反

的位置，所以琴弓点处的琴弦往复运动中心（虚线）会略高于原静止处（x轴）。此外，

摩擦阶段由于是与琴弓同时运动，所以该处的琴弦运动可以看作是匀速；而释放阶段

由于过于短暂，这里也可以简化为匀速运动。所以整个过程均可简化为周期性的折线

函数。弦上其他位移点处的运动也与之类似，只是振幅与相位不同而已。

所以，拉弦乐器所发出的声音更倾向于“锯齿波”的形态。而根据前面 Fourier变

换章节的分析，锯齿波包含全整数频率的正弦级数项，所以发出的声音泛音更加丰富，

听感上具有更加明显的“毛刺感”。这也是为什么，相比于其他弦乐器，初学拉弦乐

器的人总是很难发出相对悦耳的声音，总是给人一种在“锯木头”的感觉。

2.4.4 音板与共鸣腔

弦乐器中，除了作为发声单元的琴弦，音板与共鸣腔也扮演着极其重要的作用。

这也是为何不同的弦乐器所产生的声音差异如此之大的原因。

首先，相比于其他原声乐器，弦的振动由于发声单元较小，无法提供浑厚的音量，

所以需要通过音板形成一个有限空间（腔体），利用壁面的反射效应来增强声音效果。

具体来说，音板（一般是木材，也有用膜制品，如二胡）提供了由不同的反射面组成
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的几何空间，其中的声场将是驻波的形式（根据前述理论分析可知）。当空间的几何形

状不规则时，通过反射效应形成的声场将变的非常复杂。同时，由弦的振动激发的声

音在反射过程中并不会改变其频率成分，所以听觉上并不会觉得音调发生了变化，而

只会觉得增强了混响效果。

其次，前面章节已经通过理论计算说明，无论是薄膜还是平板，其振动模式均较

为复杂（与 (m,n)的取值有关），可以同许多频率发生共振。所以无论是高音还是低

音琴弦，其发声后均能带动音板产生各种谐波，与之进行声音叠加。

在实际弦乐器音板与共鸣腔的选择与制作上，理论分析已无太大参考价值。以提

琴的音板为例，为了了解木材的声学特征，往往需要亲自上手，对其各个部分进行敲

击，或通过前述 Chladni图形来辅佐对其振动特性的认知，这样才能提前预判将音板

组装后的乐器声响效果。正是由于一代代匠工不断尝试、积累与传承，形成了丰富的

制作经验，才让那么多可称之为艺术品的弦乐器流传至今。

2.5 管乐器的声学解释

管乐器的发展历史源远流长，若从传统交响乐编制上可以分为木管乐器和铜管乐

器两大类，从振动方式则可分为气鸣乐器和簧鸣乐器。简单来说，管乐器均是通过吹

奏来激发管中空气柱振动的一类发声单元，具体从振源的形式又可细分为如下三种：

1. 气流振荡（如长笛、竹笛、箫等）：通过一定角度对吹孔吹气，气流遇到其尖锐

边缘处被分割出独立的气体涡旋，此时持续的气流将会形成所谓边棱音，再经

过与管内空气柱的频率谐振，从而发出具有稳定音高的声音；

2. 簧片振动（如单簧管、双簧管、葫芦丝等）：通过吹奏引起簧片振动，此时吹口

处的狭缝变化带来压强的改变，再经过与管内空气柱的频率谐振，从而发出具

有稳定音高的声音；

3. 嘴唇振动（如小号、圆号、长号等）：与簧片振动类似，这里是通过嘴唇振动对

吹口处带来压强改变，传递至管内空气柱，形成周期性的气流变化，从而发出具

有稳定音高的声音。

可以看到，不论振源振动的形式如何，管乐器的核心实际在管内的空气柱（也可

以理解为一种共鸣腔）中。气体能在管中形成气流，管内两端必然不能完全封闭，所

以可以演化为如下两种形态：开管状态（两端均开放）和闭管状态（一端开放一端封

闭。当吹奏端被嘴唇堵住时，可看作是封闭端）。

管乐器的长度尺寸一般设计成远大于其横截面尺寸，这样声学模型可以近似满足

气体形态的一维波动方程。与弦振动章节的介绍类似，此时无论边界条件如何，波动

方程的解均由一系列满足倍频关系的驻波组成，自然便可以形成固定音高。

接下来分别从理论的角度，给出开管乐器和闭管乐器的声学特性解释。

注根据章节1.4的介绍，流体形态下速度势 φ、压强扰动 p̃、密度扰动 ρ̃，以及流体质

点速度 v 均满足波动方程。结合公式(1.73)和(1.74)，在一维情形下，根据分离变量法
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（采用 φ(x, t ) =Φ(x)Ψ(t )的符号体系）有

p̃(x, t ) = ρ0
∂φ

∂t
(x, t ) = [

ρ0Ψ
′(t )

]
Φ(x)

v(x, t ) =∇φ(x, t ) = ∂φ

∂x
=Ψ(t )Φ′(x)

(2.202)

这表明，任意时刻下（也可理解为给定时刻 t0，此时 Ψ(t0),Ψ′(t0)均为常系数），

一维情形的流体质点速度 v沿 x坐标的函数分布，与压强扰动 p̃关于 x的一阶导数成

正比。该结论将作为后面建立开管和闭管乐器边界条件的重要依据。

2.5.1 开管乐器

开管乐器的代表：长笛、竹笛、箫、葫芦丝等。

开管状态下，管的两端压强扰动 p̃恒为零（与大气压强一致）。假设管长为 L，考

虑压强扰动 p̃的波动方程求解问题，则有边界条件 p̃(0, t ) = p̃(L, t ) = 0，这与弦振动章

节中的情形完全一致。若仍采用 p̃(x, t ) =Φ(p̃)(x)Ψ(p̃)(t )的分离变量表示法（用上标 (p̃)

以示区分），则会得到与公式(2.15)完全一样的倍频关系式，这里重新写出：

ωn = nπ

L
c, Φ

(p̃)
n (x) = B (p̃)

n sin
(ωn

c
x
)

, n = 1,2,3, · · · (2.203)

进一步可导出开管乐器振动频率 fopen的具体数学表达式：

fopen = 1

T
= ωn

2π
= n

2L
c, n = 1,2,3, · · · (2.204)

其中，c 为管中空气的波速。根据例题1.1的计算结果，常温下空气声速一般为

340 m/s。

结合前述一维情形下关于流体质点速度 v与压强扰动 p̃的导数关系，可继续推导

开管乐器空气质点速度 v的解中对应Φ(v)
n (x)的表达式：

Φ(v)
n (x) = B (v)

n cos
(ωn

c
x
)

, n = 1,2,3, · · · (2.205)

B (v)
n 为对应公式(2.203)中新的系数。上式相当于对公式(2.203)进行了一次求导。

从上式还可看出，相对于压强扰动 p̃的边界条件为两端波节（振动幅值为零），空

气质点速度 v 的边界条件为两端波腹（振动幅值最大）。该理论推导的结果也符合实

际情况，即开管情形下，两端空气逸散最快。

(a) n = 1 (b) n = 2

(c) n = 4 (d) n = 4

图 2.24:开管乐器中压强扰动 p̃和空气质点速度 v的前四个振动模态
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根据以上分析，可以绘制出如上图2.24所示的开管乐器中压强扰动 p̃和空气质点

速度 v 在不同 n取值情况下的振动模态。其中蓝色实线表示压强扰动 p̃，橙色虚线表

示空气质点速度 v，两者均以驻波的形式呈现（为方便示意将幅值调为一致）。

此外，本节计算出的开管乐器振动频率公式(2.204)在实际制作开管乐器时十分有

用。例如若想要制作一根竹笛，需要根据音高进行挖孔距离的计算，则挖孔到吹孔的

距离 l 与声音基础频率 f 之间需满足（令公式(2.204)中 n = 1即为基频）：

l = c

2 f
(2.206)

�
笔记上式只是数学推导的基本公式。在实际运用中，考虑到各种情况一般还需要在右

端加入一个距离的修正系数。

2.5.2 闭管乐器

闭管乐器的代表：单簧管、双簧管、萨克斯、小号、圆号、长号等。

闭管状态下，管的开放端压强扰动 p̃仍恒为零，而封闭端则不同。由于封闭端与

外界不相通，应当认为空气质点速度 v恒为零（需要强调，尽管吹口处仍有气流进入

管中，但其端点处仍应做出速度为零的假设）。

这里考虑空气质点速度 v 的波动方程求解问题。假设管长为 L，左端封闭右端开

放，则有速度 v 的边界条件 v(0, t ) = 0，代入分离变量后关于 Φ(x)的函数关系式（即

公式(2.13)。为与上一节符号保持一致，采用Φ(v)(x)的表示法），则有

Φ(v)
n (x) = B (v)

n sin
(ωn

c
x
)

, n = 1,2,3, · · · (2.207)

上式中参数均加了下标 n，主要还是依据前述经验，提前引入了模态解。

同样地，这里可继续推导闭管乐器压强扰动 p̃的解中对应Φ
(p̃)
n (x)的表达式：

Φ
(p̃)
n (x) = B (p̃)

n cos
(ωn

c
x
)

, n = 1,2,3, · · · (2.208)

B (p̃)
n 为对应公式(2.207)中新的系数（与公式(2.203)中不同）。上式相当于对公

式(2.207)进行了一次积分，并考虑到压强扰动 p̃振动的对称关系，消去了积分常数。

代入右端压强扰动 p̃的边界条件 p̃(L, t ) = 0，则可得到：
ωn

c
L = 2n −1

2
π⇒ωn = (2n −1)π

2L
c, n = 1,2,3, · · · (2.209)

进一步可导出闭管乐器振动频率 fclose的具体数学表达式：

fclose =
1

T
= ωn

2π
= 2n −1

4L
c, n = 1,2,3, · · · (2.210)

从以上推导还可总结出，闭管状态下，压强扰动 p̃的边界条件为开放端波节，封

闭端波腹；而空气质点速度 v的边界条件为封闭端波节，开放端波腹。该理论推导的

结果也符合实际情况，即闭管情形下，封闭端空气不流动，积压导致压强最大。

通过对公式(2.204)和(2.210)的对比发现，开管乐器的基础频率是闭管乐器基础频

率的两倍（令 n = 1），所以同样的管长，开管乐器的基础音高更高。此外，开管乐器

具有全倍频关系的振动模态响应，而闭管乐器只有奇数倍频率的振动模态响应。
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(a) n = 1 (b) n = 2

(c) n = 4 (d) n = 4

图 2.25:闭管乐器中压强扰动 p̃和空气质点速度 v的前四个振动模态

据此，同样可以绘制出如上图2.25所示的闭管乐器中压强扰动 p̃和空气质点速度

v 在不同 n取值情况下的振动模态。其中蓝色实线表示压强扰动 p̃，橙色虚线表示空

气质点速度 v，两者均以驻波的形式呈现。从图中可以明显看出前述理论分析的结果

示意，以及与开管乐器声学特性的对比关系。

2.5.3 超吹技法

前面分析了管乐器的发声原理，在给定管长的情况下，不论振源形式如何，开管

乐器和闭管乐器均会分别形成各自的固定音高（基频满足两倍关系）。所以，可通过

改变管径中空气柱的长度来达到吹奏不同音高的效果，这也是制作管乐器的核心。例

如，长笛等乐器是通过在管径上挖孔来改变内部空气柱的长度，而小号等乐器则是具

有一个精巧的内部结构，当按压按钮时，也可改变内部空气柱的长度。

但是，管乐器毕竟长度有限，想要通过改变管径中空气柱长度来制作大音域范围

的乐器是十分困难的。一般来说，通过改变长度，只能产生出一个倍频关系内的基础

声音（一个倍频就需要将管内空气柱缩短一半）。对于十二平均律来说，亦即只能最

多实现 12个不同音高的声音。

所以，为了吹奏出更高音调的声音，需要借助管乐器演奏的一种特殊技法：超吹，

也被称为泛音吹法。这种吹奏方法并不改变原有的基础频率，只是可以通过更“用力”

吹奏的方式（改变气流速度），让振源的振动去激发管中空气柱更高频次的泛音。对

于开管乐器来说，同一指法（即同一空气柱长度）可以吹奏出比基础频率高两倍、三

倍及以上的音高，而对于闭管乐器来说，同一指法只能吹奏出比基础频率高三倍、五

倍及以上（奇数倍）的音高。在任意管乐器中进行实验，以上结论均可得到验证。

2.6 打击乐器的声学解释

打击乐器种类繁多，用途各异，根据其结构特点，常被分为膜鸣乐器和体鸣乐器

两大类。常规来讲，打击乐器主要通过敲击、拍打等方式提供瞬时声音，用以带来强

劲的节奏感（还有一些小打乐器，用来装饰与点缀）。但事实上，也有不少具备固定音
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高的打击乐器，可以提供泛音丰富的旋律。

2.6.1 音高打击乐器

音高打击乐器的代表：音叉、木琴、马林巴、颤音琴等。

绝大多数音高打击乐器均可以简化为细杆结构，所以若给定边界条件，理论上根

据章节2.1.2的分析可以得到相对应乐器的振动频率关系。

例题 2.8试分析细杆弯曲振动在几类常见边界条件下的声学特性（假设杆长为 L）。

解下面以三类典型边界条件为例进行说明（其中 u均指代章节2.1.2中的弯曲位移 uz）。

1. 固定端-自由端条件：

设细杆在 x = 0处为固定端，而在 x = L处为自由端，则边界条件为
u(0) = 0,

∂u

∂x
(0) = 0

∂2u

∂x2
(L) = 0,

∂3u

∂x3
(L) = 0

(2.211)

结合双曲函数的导数关系 (sinh x)′ = cosh x, (cosh x)′ = sinh x，将上式代入细杆弯

曲振动中的通解公式(2.50)可得到 An =−Cn ,Bn =−Dn，同时有
An

(
cosh

ωn

c
L+cos

ωn

c
L
)
+Bn

(
sinh

ωn

c
L+ sin

ωn

c
L
)
= 0

An

(
sinh

ωn

c
L− sin

ωn

c
L
)
+Bn

(
cosh

ωn

c
L+cos

ωn

c
L
)
= 0

(2.212)

若积分常数 An 和 Bn 不为零，则上式可以看作 An 和 Bn 的二元一次方程组，联

立可知其系数行列式为零，再结合恒等式 cosh2 x − sinh2 x = 1化简可得：

cosh
(ωn

c
L
)

cos
(ωn

c
L
)
=−1 (2.213)

这是一组频率方程，但很明显 ωn之间不满足倍频关系。

2. 固定铰-固定铰条件：

同样先写出边界条件： 
u(0) = 0,

∂2u

∂x2
(0) = 0

u(L) = 0,
∂2u

∂x2
(L) = 0

(2.214)

代入通解公式(2.50)可得到 An =Cn = 0，同时有
Bn sinh

ωn

c
L+Dn sin

ωn

c
L = 0

Bn sinh
ωn

c
L−Dn sin

ωn

c
L = 0

(2.215)

化简可得：

sinh
(ωn

c
L
)

sin
(ωn

c
L
)
= 0 (2.216)

由于函数 sinh x只有 x = 0一个零点，所以上式只能满足

sin
(ωn

c
L
)
= 0 ⇒ωn = nπ

L
c ⇒ωn = n2π2

L2
c0K (2.217)
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其中最后一步推导用到了细杆弯曲振动中的关系式 c =p
c0ωK。

可以看到，该情况下 ωn呈现倍频关系，泛音频率与基础频率的比值为 n2。

3. 自由端-自由端条件：

同样先写出边界条件： 
∂2u

∂x2
(0) = 0,

∂3u

∂x3
(0) = 0

∂2u

∂x2
(L) = 0,

∂3u

∂x3
(L) = 0

(2.218)

代入通解公式(2.50)可得到 An =Cn ,Bn = Dn，同时有
An

(
cosh

ωn

c
L−cos

ωn

c
L
)
+Bn

(
sinh

ωn

c
L− sin

ωn

c
L
)
= 0

An

(
sinh

ωn

c
L+ sin

ωn

c
L
)
+Bn

(
cosh

ωn

c
L−cos

ωn

c
L
)
= 0

(2.219)

化简可得：

cosh
(ωn

c
L
)

cos
(ωn

c
L
)
= 1 (2.220)

同样这也是一组频率方程，但 ωn之间并不满足倍频关系。

音高打击乐器中，音叉、八音盒、卡林巴（也被称为拇指琴）等都是典型的固定

端-自由端边界约束。从上述推导可以看出，其实这类乐器并不具备倍频的振动模态。

但若进一步对公式(2.213)进行分析，会发现其系列解中后续的泛音频率均比基础频率

大很多，所以这类乐器初听会觉得音调尖锐且有空灵感，但随着阻尼影响，高频泛音

将会快速衰减，只剩下几乎为基频的纯音，最终形成极具特色的固定音高。

另一类音高打击乐器如木琴、钟琴、马林巴、颤音琴等，可以看作是自由端-自由

端边界约束。该情形下的频率方程(2.220)与前述相仿，所以频率响应也具有类似的特

质。此外，马林巴等乐器还会在振源下方设置共鸣管，管长会调整到对应细杆振动的

基频（相关公式可参考上一节管乐器的理论分析），在增加对固定音高塑造的同时还

能增强响度，且具有缓解泛音衰减的效果，最终形成“冰凉如水”般的持续音色。

值得一提的是，本节计算出的各类频率方程在实际制作细杆类音高打击乐器时十

分有用。无论边界条件如何，此类乐器均可给出形如公式(2.217)的频率计算式。根据

该计算式，可以得出如下结论：细杆类打击乐器的音高与其长度的平方成反比，与其

厚度成正比（参数 K）。

2.6.2 普通打击乐器

普通打击乐器的代表：架子鼓、大鼓、铙钹、锣等。

本节主要介绍以膜或板结构为主体的非音高类打击乐器。

在章节2.1.3中，关于平面薄膜振动的波动方程推导是建立在 Cartesian坐标系下

的，但整个过程强调矢量性，所以也很方便可以推广至任意曲线坐标系（见附录E.8）。

事实上，以膜的振动为发声原理的乐器一般均采用圆膜形态，此时平面薄膜的坐标将

转化为极坐标 (r,θ)。根据附录D.5的推导可知，极坐标系（柱坐标系忽略第三个维度
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z）下 Laplace算子的计算式为

∇2 f = 1

r

∂

∂r

(
r
∂ f

∂r

)
+ 1

r 2

∂2 f

∂θ2
(2.221)

将上式中的函数 f 换为位移 u（均可视作标量函数），代回公式(2.73)即可得到圆

膜所满足的振动方程：

∂2u

∂r 2
+ 1

r

∂u

∂r
+ 1

r 2

∂2u

∂θ2
= 1

c2

∂2u

∂t 2
(2.222)

上述方程同样可以采用分离变量法。这里直接令

u(r,θ, t ) = R(r )Θ(θ)T (t ) (2.223)

代入原方程化简可知：

c2 ·
[

R ′′(r )

R(r )
+ 1

r

R ′(r )

R(r )
+ 1

r 2

Θ′′(θ)

Θ(θ)

]
= T ′′(t )

T (t )
=−ω2 (2.224)

上式的 −ω2依然为具有角频率物理含义的分离常数。

关于 T (t )的部分与前述一致，其通解可以写作（先省略积分常数）

T (t ) = sin(ωt +φ) (2.225)

这里先不引入模态解，即 ω不加入下标 n，后面会统一说明。

考虑 R(r )和Θ(θ)的部分，可进一步化简为

r 2 R ′′(r )

R(r )
+ r

R ′(r )

R(r )
+

(ω
c

r
)2

=−Θ′′(θ)

Θ(θ)
= m2 (2.226)

上式的m2为另一个分离常数。

关于Θ(θ)的部分与 T (t )类似，其通解可以写作（先省略积分常数）：

Θ(θ) = sin(mθ+ φ̃) (2.227)

其中 φ̃为三角函数合并后的另一个相位参数。由于 u(r,θ, t )与 u(r,θ+2π, t )指代

同一位置，所以有 Θ(θ) =Θ(θ+2π)，这里可以提前求得m = 0,1,2, · · ·，即m必须为零

或正整数。

而关于 R(r )的部分，整理后的方程形式为

r 2 d2R

dr 2
+ r

dR

dr
+

[(ω
c

r
)2
−m2

]
R = 0 (2.228)

该方程是一个典型的变系数常微分方程，也被称为m阶贝塞尔（Bessel）方程（且

为整数阶）。附录F给出了其相关的理论分析，这里直接将其通解形式写出：

R(r ) = A · Jm

(ω
c

r
)
+B ·Ym

(ω
c

r
)

(2.229)

其中 Jm
(
ω
c r

)
和 Ym

(
ω
c r

)
均为特殊函数（非初等函数），分别被称为m阶第一类和

第二类 Bessel函数（详见附录F），A和 B 为积分常数。

根据附录F的介绍，当 r = 0时，第二类 Bessel函数 Ym
(
ω
c r

)→∞，与实际圆膜振动
情况不符，所以必须满足 B = 0，得到 R(r ) = A · Jm

(
ω
c r

)
。再考虑到圆膜振动与弦的振

动类似，均满足端点固定的边界条件，即 u(L,θ, t ) = 0（其中 L指代圆膜的半径长度）。

将其代入，可得到 Jm
(
ω
c L

)= 0。所以整个过程本质是在求解m阶第一类Bessel函数的

系列零点，然后可推导出圆膜振动的频率关系式。
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由于任意阶第一类 Bessel函数均有无穷多个零点，这里需要两个参数m和 n，指

代m阶第一类 Bessel函数的第 n个零点，推导出的角频率 ωmn 将会是与m和 n均相

关的物理量，最终可给出圆膜振动方程(2.222)所满足的完整通解：

u(r,θ, t ) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Amn · Jm

(ωmn

c
r
)

sin(mnθ+ φ̃mn)sin(ωmn t +φmn) (2.230)

可以看到，上式依然是无穷级数形式的模态解，且每一个模态均为驻波。

下面先分析一种简单的圆对称情形，即敲击点在圆膜中心，此时振动会沿 r 方向

蔓延，但与 θ无关，则以上分析中可省去Θ(θ)，且m = 0，得到通解：

un(r, t ) = An · J0

(ωn

c
r
)

sin(ωn t +φn) (2.231)

其中 J0
(
ω
c r

)
为零阶第一类 Bessel函数，附录F中绘制出了相关函数图形。

例题 2.9试分析圆对称情形下的圆膜振动频率响应。

解令圆膜半径 L = 10，An = 1，初始情形下位移 u最大，则公式(2.231)可简化为

u(r, t ) = J0

(ωn

c
r
)

cos(ωn t ) (2.232)

任选角频率为 π
10 的模态，忽略 J0的自变量系数，则可写出此时 Cartesian坐标系

下的圆模振动参数化模型： x = r cosθ, y = r sinθ

z = u = J0(r )cos
(
π
10 t

) (2.233)

此情形下的振动示意图如下所示：

(a) t = 0时刻 (b) t = 2时刻 (c) t = 4时刻 (d) t = 6时刻

(e) t = 8时刻 (f) t = 10时刻 (g) t = 12时刻 (h) t = 14时刻

图 2.26:单一模态下圆对称圆膜振动的示意图

上图2.26可以看作是一个振幅随时间波动的零阶第一类 Bessel函数绕零点旋转一

周所形成的，且波形为驻波。注意，这里仅展示了单一模态的结果，并非圆膜的实际

振动（所以与例题1.3中的示例不同）。

事实上，大部分打击乐器的敲击点都不在圆膜中心，此时根据公式(2.230)可以得

到圆膜振动任意模态下驻波波节（振动幅值恒为零）的节线方程，如下：

Jm

(ωmn

c
r
)

sin(mnθ+ φ̃mn) = 0 (2.234)
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该式是一个与 r 和 θ相关的二元参数方程。根据不同的 (m,n)取值，通过第一类

Bessel函数的零点可以确定 ωmn，而考虑到 θ角的参考坐标是相对的，所以可以直接

取 φ̃mn = 0，最后根据方程(2.234)绘制出相应模态下的参数曲线。该部分的处理与章

节2.1.4中的 Chladni图形较为类似，这里不做赘述。

下面分析板结构为主体的非音高类打击乐器。

在章节2.1.4中，关于平板弯曲振动的波动方程推导也是建立在 Cartesian坐标系

下的，但同样最后建立起的波动方程(2.103)并不受限于坐标系的选取（Laplace算子可

适用于任意曲线坐标系）。事实上，以板的振动为发声原理的乐器一般也采用圆板形

态，而从波动方程(2.103)到公式(2.110)仍可采用章节2.1.4的推导，到公式(2.110)再转化

为极坐标 (r,θ)下的分解，如下所示：
(
∂2

∂r 2
+ 1

r

∂

∂r
+ 1

r 2

∂2

∂θ2
+k2

)
V1 = 0(

∂2

∂r 2
+ 1

r

∂

∂r
+ 1

r 2

∂2

∂θ2
+k2

)
V2 = 0

(2.235)

该两式仍然可以通过 V (r,θ) = R(r )Θ(θ)进行一次分离变量，以 V1为例，得到：

r 2 R ′′(r )

R(r )
+ r

R ′(r )

R(r )
+k2 =−Θ′′(θ)

Θ(θ)
= m2 (2.236)

Θ(θ)先写出其通解（省略积分常数）：

Θ(θ) = sin(mθ+ φ̃) (2.237)

而关于 R(r )的部分，整理后的方程形式为:
r 2 d2R1

dr 2
+ r

dR1

dr
+ [

(kr )2 −m2]R1 = 0

r 2 d2R2

dr 2
+ r

dR2

dr
− [

(kr )2 +m2]R2 = 0

(2.238)

注意由于 R1和 R2的分离变量方式完全一致，所求得的Θ(θ)形式也完全相同（积

分常数由边界条件确定），所以上两式中的参数m需同样满足m = 0,1,2, · · ·，即m必

须为零或正整数。

上式(2.238)中的第一式即为 m 阶 Bessel 方程，其通解按照前述分析可求出为

Jm(kr )。第二式为 m 阶修正 Bessel方程，按照附录F的介绍，其通解为第一类修正

Bessel函数 Im(kr )和第二类修正 Bessel函数 Km(kr )的线性组合。但由于第二类修正

Bessel函数在零点处 Km(0) →∞，同样需要舍弃。最后综上所述，可以得到平板弯曲
振动方程(2.103)所满足的完整通解：

u(r,θ, t ) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

[Amn · Jm(kmnr )+Bmn · Im(kmnr )]

sin(mnθ+ φ̃mn)sin(ωmn t +φmn)

(2.239)

理论上讲，根据边界条件可以求得不同 (m,n)情形下的 kmn值，进而通过 kmn求

得ωmn的频率关系式，最终可给出平板弯曲振动不同模态下的位移表达式。但事实上

板结构的打击乐器均为自由端边界，根据章节2.1.4中的描述，其边界条件形式较为复

杂（需满足剪力、弯矩、扭矩均为零），很难给出理论解。目前板结构打击乐器的模态
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分析以及 Chladni图形均建立在简化模型基础上，或者通过数值方法进行求解。

2.6.3 特例说明

膜结构为主体的音高打击乐器特例：定音鼓

根据上一节的介绍，膜鸣乐器由于频率响应无法构成谐波（即各阶振动模态的频

率不是整数倍），极难形成固定音高。但这里面有一个例外，即定音鼓。事实上，定音

鼓也很难形成如其他音高类乐器般非常明显的固定音高，只是定音鼓一般作为一组，

可通过不同的张力和鼓腔大小加强人对于不同音高的认识。在管弦乐编制中，定音鼓

很少用作独奏乐器，主要用来烘托乐曲的递进情绪。

板结构为主体的音高打击乐器特例：编钟

钟形状的打击乐器可以看作是一个经过变形的圆板，其振动模态与圆板较为类似，

均可以按径向和轴向进行分解，形成所谓不同模态下的节线方程。除此之外，钟所形

成的内腔可以提供类似共鸣腔的作用，致使其所发出的声音“悠远绵长”。绝大多数

钟均为圆钟，但也有例外，即编钟，特别是著名的曾侯乙编钟，以“合瓦形”构型产

生“一钟双音”，一组编钟甚至可以构建十二音体系作为独奏乐器使用，是中国古代

钟匠所创造的声学奇迹。

想从理论上探寻编钟的声学特性是极其困难的，目前已知的简化方法是将其视为

“椭圆截面”的椎体来分析。但就算是已简化的模型，其处理也颇为复杂，得到的结果

也不如通过实验或数值计算来的精确，所以这里不做具体展开。

结论本章围绕十二平均律的基础理论，介绍了如下相关知识：

包括弦、杆、膜，以及板在内的四类典型乐器声学振动理论分析；

通过无穷级数形式的波动方程一般解，引出 Fourier变换与乐音体系的构成；

运用以上理论分别介绍了几大典型原声乐器的声学特性。

至此，前两章已基本完成对音乐声学和乐器声学的全面阐述，分析了乐音产生的

原因，以及在十二平均律中不同单音的和谐程度，这将是下一章介绍和声学的重要理

论参考。随着时代推移，人们早已不满足于完美的“和谐声音”，朝着既要“不违和”

也要“够新奇”的境地进发，这些内容都将会放在下一章中具体介绍。
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内容提要

h 基础乐理介绍

h 再谈音阶

h 再谈和声

h 和声分析：古典音乐

h 和声分析：流行音乐

h 和声分析：影视游戏配乐

h 和声分析：Jazz音乐

h 和声分析：和泉宏隆

在传统音乐领域，和声学是一门非常重要的学科基础课程，相关的知识体系庞杂

艰深，一般需要花费大量时间精力研习才能初窥门径。事实上，尽管乐音的产生和不

同单音之间的和谐程度均具有较好的理论解释做支撑（其数学原理在上一章已做详细

阐述），但绝大多数和声学知识基本还是建立在人的“经验积累”上，从最初构建不

同的调式音阶，到形成完备的古典和声体系，再到现当代流行和声，甚至爵士（Jazz）

和声的建立与发展，均彰显着人类主观认知的决定性作用。和声学是流动变化的，即

人类就是要不断挑战自己对于音乐认识的边界，在保留有一定和谐原则的基础上，持

续寻求声音的刺激感和新鲜感。

所以，本章寄希望通过一种“非传统”的讲述方式，重点在于传达出和声色彩的

自由性与丰富性，而不仅仅只是理解传统和声的功能与用法。

3.1 基础乐理

作为“全世界通用的语言”，人们热爱音乐，热爱其中所传递出的强烈情感与自

由浪漫。这种感染与共鸣是如此浑然天成、无拘无束，然而落到纸面理论上却充斥着

大量天书般的术语和繁冗的计算。不懂乐理也许能偶尔哼出“悠扬”的旋律，但却很

难持续写出“合理”的乐章。所以尽管枯燥乏味，学习乐理对于深入了解音乐仍然十

分必要。基于此，接下来本节将首先介绍一些音乐中常用的基础乐理。

3.1.1 调式音阶

在一个两倍频的关系内（详见章节2.3.3）进行音乐律制的构建，即限定了可供选

择的单音种类和个数，在此基础上可以根据任意排列组合的方式挑选出一些音形成一

种调式（Mode），若进一步将其按照频率由低到高进行排序则可组成一条音阶（Scale）。

当选定其中一种音阶格式，进入下一个倍频关系时，则延续完全相同的挑选准则，进

入循环即可。所以，一个调式音阶，可以看作是以一个基础音为起点，到另一个与基

础音高度和谐的音（频率关系 1 : 2）为终点的一串单音组合。
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由于调式音阶具有明确的声音逻辑规律，这种围绕基础音构建、强化基础音认知

的效果便形成了调（Key）。这里所定义的调，与常说的“调起高了”、“男生女生调不

一样”是相同含义。前述章节曾引出的“升降调”概念也类似，核心在于基础音的改

变。若进一步结合调（基础音）与调式，则构成了调性（Tonality）。为了达到听感上

的“和谐统一”，绝大多数音乐均为调性音乐；而二十世纪的无调性（Atonality）音乐

则反其道而行，通过刻意避免与基础音的联系、强调每个音的平等性（弱化固定调式

的听感）来达到“找不到调性”的作用。但这种音乐自然并不如常规的调性音乐“悦

耳动听”，而是更具有一种前瞻性、实验性的音乐探索意味。�
笔记调（Key）和调式（Mode）是两个完全不同的概念。任意选定一个基础音，均可

以基于此给出一个两倍频的关系来构建音乐律制。此时由于基础音已经明确，所以调

（Key）便已经确定，但仍可以通过所构建的音乐律制进行单音的自由选择，形成不同

的调式（Mode）。

在十二平均律框架体系下，一个两倍频关系内可供选择的单音自然有 12个。由

于初始的基础音（后续用“起始音”指代）必须选择在内，此时在其余单音中任选形

成不同调式音阶的可能性总共有如下多种：

C0
11+C1

11+C2
11+·· ·+C11

11 = 211 = 2048 (3.1)

这里的 C指的是排列组合中的符号。其中，C0
11代表只选择起始音（其余 11个音

一个也不选），C11
11则代表全部 12个音都选上。

细数公式(3.1)当中的可能性，其实并不是所有组合都用得上，例如只挑选 1个（起

始音）或 2个音（起始音加任一其他单音）的情况，过于单调，不能称之为音阶；而

全部 12个音都用上，当然也算是一种音阶，但这种排列太过于“平均”，音与音之间

也太密集，听感上并不会觉得有足够的记忆点。所以，合理挑选单音形成音阶的方式

需要满足：

音与音之间的频率间隔不能大量使用密集形式；

音与音之间的频率间隔最好能“长短结合”，形成起伏感；

尽量加入和谐频率的单音，即与起始音满足频率关系为 3
2 , 4

3 , 5
4 , · · · 等分式的单音

（具体频率对应关系可参阅表2.4）。

在这些约束条件下，音乐中最为重要的自然大调音阶就此应运而生。若将十二平

均律相邻音之间称为半音，而两个半音之间称为全音，则自然大调音阶总共 7个音，

可用口诀“全全半全全全半”来描述音与音之间的间隔关系，具体如下表3.1所示：

表 3.1:自然大调音阶

表示方法（唱名）
1 2 3 4 5 6 7

do re mi fa sol la xi

与下个音的间隔音个数
2个 2个 1个 2个 2个 2个 1个
全音 全音 半音 全音 全音 全音 半音

相对起始音的
倍频关系（近似）

1
6

5

5

4

4

3

3

2

5

3

15

8
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其中，只有 3音、4音之间，和 7音、1音（下一个两倍频中的 1音）之间是半音。

相对于其他全音的间隔而言，半音具有强烈的不稳定性。

上表3.1中给出的自然大调音阶唱名表示法是一种音与音之间的“相对关系”，因

为任意一个确定音高的音均可以作为起始音来构建出一条自然大调音阶。也就是说，

通过上述唱名体系给出的自然大调音阶具有“平移不变性”，不论何种情形，音与音

之间的相对关系不变；而音阶内每个音尽管音高会发生变化，但起始音可以永远视为

从 1音开始。这种表示方法也被称为首调记谱法。

相应地，自然也可以建立一种固定调记谱法。此时，每一个固定音高的音均只有

唯一的音名（所以也被称为音名表示法）。在自然大调音阶中，一般采用大写英文字母

C D E F G A B来表示具备“全全半全全全半”间隔关系的不同音；除此以外，国际标

准音一般定义 440Hz（基础频率）作为 A音，这样便可以通过一个绝对参考进行标定，

再根据不同音的间隔关系，得到自然大调音阶内所有音名与其相对应的基础频率。

下表3.2给出了 C自然大调音阶在音名体系（固定调）和唱名体系（首调）下相对

应的不同表示法。

表 3.2: C自然大调音阶的两种表示法

表示方法
音名体系（固定调） C D E F G A B

唱名体系（首调）
1 2 3 4 5 6 7

do re mi fa sol la xi

后续的阐述中，为了统一表达，用音名指代固定调情形下的单音名称，而用唱名

指代首调情形下的单音名称。

在自然大调音阶中，以大写英文字母进行表示时，并未从字母 A开始，这只是约

定俗成的记法。过去在创建统一的音名表示法时，常用爱尔兰小调，那时便采用 A音

作为起始音。所以，尽管追根溯源两种调式音阶的产生有先后顺序，这里仍可以通过

自然大调音阶引出自然小调音阶的概念，如下表3.3所示：

表 3.3:自然小调音阶（通过与 C自然大调音阶的关系建立）

表示方法
音名 A B C D E F G

唱名
6 7 1 2 3 4 5
la xi do re mi fa sol

与下个音的间隔音个数
2个 1个 2个 2个 1个 2个 2个
全音 半音 全音 全音 半音 全音 全音

相对起始音的
倍频关系（近似）

1
9

8

6

5

4

3

3

2

8

5

7

4

可以看到，自然小调音阶是从给定自然大调音阶的第 6音作为起始音，按照自然

大调音阶的格式进行后续构建的一种调式音阶。满足这种对应关系的自然小调也被称

为相应自然大调的关系小调。

在古典乐理中，自然大调和自然小调是音乐的两种基本调式。绝大多数调性内的

旋律（Melody）写作，均建立这两种基本调式之上；也就是说，旋律的创作，最常见
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的就是在大小调的七个音中进行挑选，然后重新排列而得到。

再次强调，音名体系是针对固定调记谱法的，每一个音名均可以作为起始音来构

建自然大调和自然小调音阶；而唱名体系是针对首调记谱法的，任意自然大调音阶均

从 1音（do）开始，相应的关系小调可以视作从 6音（la）开始。

由于自然大调音阶在一个两倍频关系内只有 7个音，所以还需要通过定义临时的

变音符号对音名进行扩充，这样才能覆盖到十二平均律中的每一个音。变音符号一般

有以下五种：升号
\
（升高半音）、降号

Z
（降低半音）、还原号

^
（为了将临时的升降

号还原）、重升号
]
（升高两个半音），以及重降号

[
（降低两个半音）。下面的关系式

描述了这五类变音符号之间的相互联系（假设以 C音作为基准）：

全音

��

t
x

|
�

J
F
B
=

全音
t

x
|

� ��

J
F
B
=

重降音

C
[

降音

C
Z半音

oo
还原音

C
^半音

oo

半音
//
升音

C
\ 半音

//
重升音

C
]

(3.2)

通常来说，重升号和重降号较少使用。但就算如此，通过这种方式对音名进行扩

充，仍会发现在十二平均律框架体系下，有些不同的音名会具有相同的音高。例如，

C
Z = B，C

\ = B
Z
。

以钢琴键盘为例，所有固定音高的音名与键盘上键位的映射关系如下图3.1所示：

图 3.1:音名在钢琴键盘上的对应关系

可以看到，若以 C音作为起始音，构建一条满足“全全半全全全半”格式的大调

音阶（即 C自然大调音阶），所有音名不会出现升降号，且在钢琴上所有音名的键位

均为白键（相对应的 A自然小调音阶亦是如此）；而若从其他音开始构建，则为了满

足音与音之间的间隔关系，一些音名必然需要进行升降处理。�
笔记前述自然大调音阶和自然小调音阶的描述均建立在一个两倍频关系内。如果超出

这个区域范围，一般先对两倍频区域进行分组，用数字进行标注，然后通过“音名 +

数字”的方式给出所有不同音高的具体音名。在实际操作中，一般有科学音高记号法

和Helmholtz音高记号法两种，且极易搞混。由于本书涉及的乐理知识一般不需要精

确指出音名是在哪个两倍频区域内，所以这里不做具体展开。
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在首调记谱法（不区分调）下，任意自然大调音阶的唱名记为 1 2 3 4 5 6 7，所以

与音名 C D E F G A B类似，这些数字本身便自带音与音之间不同的间隔关系，如 1和

2音之间为全音，而 3和 4音之间为半音。对于自然小调来说，方便的方式自然是考

虑其与对应自然大调的相关性，用 6 7 1 2 3 4 5来表示；但若将其看作是一条独立的调

式音阶，而非自然大调的关系调式，则也可以采用另一种阿拉伯数字的表示法来构建

唱名：1 2
Z
3 4 5

Z
6
Z
7。这样表示尽管脱离了与自然大调的关系，看上去也更复杂，但

却突出了不同调式音阶均以 1音作为起始音的“首调”性。后续不做特殊说明的情况

下，对于小调音阶，一般还是采用后一种首调的表示法。

下表3.4将以上两种对自然小调音阶不同的唱名表示法再次进行了对比归纳：

表 3.4:两种自然小调的唱名表示法

唱名表示法
关系大调视角 6 7 1 2 3 4 5

纯首调视角 1 2
Z
3 4 5

Z
6

Z
7

问题 3.1 试问在十二平均律体系下，一共有多少个调（key）？
解两种思考方式：

1. 十二平均律中，一个两倍频关系内总共有 12个音（再往后的每一个音均与该 12

个音中的某一个高度和谐，频率满足 2,4, · · · 倍，不应视作不同的调），每个音均
可以作为起始音，构建出一条大调音阶，共计 12个大调；若将大调和小调视作

不同的调，则还有 12个关系小调。所以总共 24个调；

2. 用传统乐理的思维，通过不同起始音构成调的升降号个数来计算：

大调音阶（若采用首调记谱法，唱名均为 1 2 3 4 5 6 7），共计 15个调：

无升降号，1个调：

C大调：以 C音为起始音，C D E F G A B；

升号（不考虑重升号），7个调：

G大调：以 G音为起始音，1个升号，G A B C D E F
\
；

D大调：以D音为起始音，2个升号，D E F
\

G A B C
\
；

A大调：以 A音为起始音，3个升号，A B C
\

D E F
\

G
\
；

E大调：以 E音为起始音，4个升号，E F
\

G
\

A B C
\

D
\
；

B大调：以 B音为起始音，5个升号，B C
\

D
\

E F
\

G
\

A
\
；

F
\
大调：以 F

\
音为起始音，6个升号，F

\
G
\

A
\

B C
\

D
\

E
\
；

C
\
大调：以 C

\
音为起始音，7个升号，C

\
D
\

E
\

F
\

G
\

A
\

B
\
；

降号（不考虑重降号），7个调：

F大调：以 F音为起始音，1个降号，F G A B
Z

C D E；

B
Z
大调：以 B

Z
音为起始音，2个降号，B

Z
C D E

Z
F G A；

E
Z
大调：以 E

Z
音为起始音，3个降号，E

Z
F G A

Z
B
Z

C D；

A
Z
大调：以 A

Z
音为起始音，4个降号，A

Z
B
Z

C D
Z

E
Z

F G；

D
Z
大调：以D

Z
音为起始音，5个降号，D

Z
E
Z

F G
Z

A
Z

B
Z

C；
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G
Z
大调：以 G

Z
音为起始音，6个降号，G

Z
A
Z

B
Z

C
Z

D
Z

E
Z

F；

C
Z
大调：以 C

Z
音为起始音，7个降号，C

Z
D
Z

E
Z

F
Z

G
Z

A
Z

B
Z
；

小调音阶（常用小写英文字母表示调号，音名还是大写。若采用首调记谱

法，唱名均为 1 2
Z
3 4 5

Z
6
Z
7），共计 15个调：

无升降号，1个调：

a小调：以 A音为起始音，A B C D E F G；

升号（不考虑重升号），7个调：

e小调：以 E音为起始音，1个升号，E F
\

G A B C D；

b小调：以 B音为起始音，2个升号，B C
\

D E F
\

G A；

f
\
小调：以 F音为起始音，3个升号，F

\
G
\

A B C
\

D E；

c
\
小调：以 C音为起始音，4个升号，C

\
D
\

E F
\

G
\

A B；

g
\
小调：以 G音为起始音，5个升号，G

\
A
\

B C
\

D
\

E F
\
；

d
\
小调：以D音为起始音，6个升号，D

\
E
\

F
\

G
\

A
\

B C
\
；

a
\
小调：以 A音为起始音，7个升号，A

\
B
\

C
\

D
\

E
\

F
\

G
\
；

降号（不考虑重降号），7个调：

d小调：以D音为起始音，1个降号，D E F G A B
Z

C；

g小调：以 G音为起始音，2个降号，G A B
Z

C D E
Z

F；

c小调：以 C音为起始音，3个降号，C D E
Z

F G A
Z

B
Z
；

f小调：以 F音为起始音，4个降号，F G A
Z

B
Z

C D
Z

E
Z
；

b
Z
小调：以 B音为起始音，5个降号，B

Z
C D

Z
E
Z

F G
Z

A
Z
；

e
Z
小调：以 E音为起始音，6个降号，E

Z
F G

Z
A
Z

B
Z

C
Z

D
Z
；

a
Z
小调：以 A音为起始音，7个降号，A

Z
B
Z

C
Z

D
Z

E
Z

F
Z

G
Z
；

所以大调小调一起总共 30个调。

上述两种计算方式的结果不同，主要在于用传统乐理构建出的调中，B大调与 C
Z

大调、F
\
大调与 G

Z
大调、C

\
大调与 D

Z
大调这三者的构建音完全相同；g

\
小调与 a

Z

小调、d
\
小调与 e

Z
小调、a

\
小调与 b

Z
小调这三者的构建音也完全相同（其实就是三

条大调音阶及他们的关系小调音阶），所以有 6个调实际是重复的。

理论上来说，确定一个调性后，其中每一个音都代表着不同的含义，理应是独立

的，只是在十二平均律下会出现固定音高的“撞车”现象；从实用角度来说，采用不

同的固定音高来记忆明显更加方便简洁，且具有较好的数学含义和相对关系。

3.1.2 音程关系

为了度量不同音高之间的“距离”，需要一种统一的描述——在音乐中这种关系

被称为音程（Interval），单位为度。

首先介绍自然大调音阶中的音程关系。

一个自然大调音阶可以用 1 2 3 4 5 6 7来表示（首调记谱法），1音和 1音之间为一
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度（自己跟自己），1音与 2音之间为二度，以此类推，1音与下一个两倍频关系中的

1音即为八度。所以乐理中常说的“高八度”即是比起始音高两倍频的那个音。

由于这里丈量音程关系都是从 1音开始数的。如果要从其他音开始计算音程关系，

首先需要从这个音开始，令其为起始音，再构建出一条大调音阶，然后采用上述相同

的度量方式进行计算即可。

当遇到自然大调音阶以外的音时，很明显上述记法已不足以进行描述，所以需要

进一步扩展。这里先给出一个定义：在自然大调音阶里，每一个音与第一个音之间的

距离，都叫做“纯”（Perfect）或“大”（Major）音程。然后，按照口诀“一四五八，

二三六七”对音程关系进行分类。若属于“一四五八”度的范畴，则称为“纯”，在此

基础上降半音的音称为“减”，升半音的音称为“增”；而若属于“二三六七”度的范

畴，则称为“大”，在此基础上降半音的音称为“小”，再降半音称为“减”，升半音的

音称为“增”。

以上描述可用下面的关系式进行归纳：

1 4 5 8hjl
o

q
t

V T R O
M

J
减 纯

（半音）
oo

（半音）
//增

减 小
（半音）

oo 大
（半音）

oo
（半音）

//增

2 3 6 7
YWV

T
S

Q

e g h j
k

m

(3.3)

对音程关系按照“一四五八，二三六七”进行分类的原因在于，一度、四度、五

度、八度的频率倍数关系分别为 1, 4
3 , 3

2 , 2
1（详见表2.4），这些是最靠前的频率比值，所

以音程关系更加“纯”。

例题 3.1试给出 C\ 音和 E 音、DZ 音和 G 音之间的音程关系。
解分别进行分析：

C
\
音和 E音：C

\
音频率较低，以其作为起始音构建大调音阶，即 C

\
大调，C

\
D
\

E
\

F
\

G
\

A
\

B
\
。C

\
音到 E

\
音为三度，所以称为“大三度”，降半音，则 C

\
音和 E

音之间称为“小三度”；

D
Z
音和 G音：D

Z
音频率较低，以其作为起始音构建大调音阶，即 D

Z
大调，D

Z

E
Z

F G
Z

A
Z

B
Z

C。D
Z
音到G

Z
音为四度，所以称为“纯四度”，升半音，则D

Z
音和

G音之间称为“增四度”。

注关于音程关系的命名，有时并不唯一。以上述问题中的D
Z
音和G音为例，这里也可

以考虑 G音是D
Z
大调中的第五音 A

Z
降半音得到的，按照类似的规律可以称之为“减

五度”。另外，“增四减五”按照全音关系也可以称为“三全音”。三全音的频率比值

为 5 : 7，已经属于较靠后的泛音系列，所以音程关系并不和谐。

后续最常用的音程关系即为大三度和小三度。所以这里提前进行强调：大三度的

音程为 2个全音（4个半音），而小三度的音程为 1个全音 +1个半音（3个半音）。
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3.1.3 和弦

给定一种调式音阶，则可以在其中任选多个音进行“绑定”产生共鸣。由于不同

音之间具有不同的频率关系，所以不同的组合将形成不同的声音色彩，这便是和弦

（Chord）。在和弦的概念中，一般指三个音及三个音以上的单音组合（两个音只能称

为音程），且音与音之间的最小间隔通常来说起码要跨过调式音阶内的一个音（音程

关系为大三度或小三度），不然就仍是音阶。

在介绍和弦之前，首先需要给出级数的概念。一个自然大调音阶的级数与唱名之

间的对应关系如下表3.5所示：

表 3.5:通过自然大调音阶构建级数的概念

自然大调音阶 1 2 3 4 5 6 7

级数 I II III IV V VI VII
术语 主音 上主音 中音 下属音 属音 下中音 导音

简单来说，大调音阶的每一个音除了本身的声音属性以外，还具有功能属性。例

如 I级即为主音，每一个调式音阶都是围绕主音展开的，所以主音具有“家”的功能

属性；而 VII级导音由于与 I级主音只相差一个半音，所以具有强烈的“导向主音”意

味，也被称为“解决”的“倾向性”。

在级数的概念下，音阶中的每一个音也被称为音级。

脱离和弦单独讲级数是不完备的，因为所谓“功能属性”本身就是一个复合概念。

对自然大调音阶来说，每一级均可以延伸出一个最简单的三个单音组成的和弦：I级

和弦（1 3 5）、II级和弦（2 4 6）、III级和弦（3 5 7）、IV级和弦（4 6 1）、V级和弦（5 7

2）、VI级和弦（6 1 3）、VII级和弦（7 2 4）。这些和弦本身的色彩以及其向下一个和弦

“流动”的倾向性都将强化所在级数的功能属性。

对于自然小调来说，与前述类似，同样具有关系大调视角和纯首调视角两种级数

的定义。但与唱名需根据音程关系进行变化音的调整不同，一旦确定一种描述级数的

视角，仍然采用 I到 VII级的级数定义，具体可通过下表3.6进行说明：

表 3.6:两种自然小调的唱名与级数表示法

关系大调视角
唱名 6 7 1 2 3 4 5

级数 VI VII I II III IV V

纯首调视角
唱名 1 2

Z
3 4 5

Z
6

Z
7

级数 I II III IV V VI VII

选择上述任一视角，确定唱名所对应的级数后，若遇到调式以外的音，再通过变

音符号对级数进行升降处理。

需要说明的是，以上两种视角在小调的级数使用中均很常见。后续对小调的分析

中，将视具体情况采用两种视角中的一种进行级数定义。
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此外，自然小调中和弦的构造与自然大调类似，均是在每一级上通过隔一个音的

方式延伸出不同的和弦。�
笔记在一个八度内按照级数构造和弦，会发现有些和弦内音将超出一个八度。这些音

由于均可以在原八度内找到高度和谐的替代音（音程关系为八度），所以为方便理解，

也可以用原八度内的唱名来表示，和弦整体将具有类似的声响效果。后续描述中，从

和弦记法上考虑，超出八度的音还是采用其本身的唱名，但必要时会用括号标记出相

应的原八度内唱名。事实上，这种相互的数学关系也较为明确，第二个八度内的音只

要减去 7，即为原八度内高度和谐的替代音。

由于和弦种类繁多，且和弦内音个数不一，所以寄希望可以给出一种简化的和弦

表示法，通过和弦代号便可以清楚知晓所使用和弦内的所有音。

一个完整的和弦代号一般包括顺序排列的三个部分：

1. 根音所指代的音名或级数：一个和弦中的最低音也被称为根音（最高音为冠音）。

根音是一个和弦性质的基础，在和弦代号中，可以用具体音名表示（固定调记

谱法），也可以用级数表示（首调记谱法）；

2. 基础和弦记号：不同的和弦采用不同的基础和弦记号，后面会详细介绍；

3. 其他需要标记出的和弦内音：一个和弦若还包括无法通过“根音 +基础和弦记

号”方式表达的和弦内音，则单独加在后面。这里需要强调所谓的和弦内音有

两种定义：一是和弦代号中的和弦内音标记，一般以根音作为 I级，其他音按照

此基准通过音程关系给出；二是与唱名表示法一致，将调（Key）的起始音作为 I

级，和弦内音均按照此基准通过音程关系给出。后续描述中，不做特殊说明，一

般采用第一种定义描述“和弦内音”。另外，由于根音会用到级数表达（大写罗

马数字），所以和弦内音一般通过阿拉伯数字进行标记。

接下来，将一一列出所有常用的基础和弦表示法（均以 C音作为根音举例）：

首先是大和弦。大和弦是由自然大调音阶延伸出的一系列和弦。即，以根音作为

自然大调音阶的 I级主音，可供选择的和弦内音就是该音阶内的音：

三个音：大三和弦，和弦代号为 C（省略maj后缀），和弦内音为 1 3 5；

四个音：大七和弦（约定俗成，意指七度四个音的和弦，后续类似），和弦代号

为 Cmaj7，和弦内音为 1 3 5 7；

五个音：大九和弦，和弦代号为 Cmaj9，和弦内音为 1 3 5 7 9(2)；

六个音：大十一和弦，和弦代号为 Cmaj11，和弦内音为 1 3 5 7 9(2) 11(4)；

七个音：大十三和弦，和弦代号为 Cmaj13，和弦内音为 1 3 5 7 9(2) 11(4) 13(6)。

这里只需列到十三和弦，因为十五度将又回到比初始主音高两个八度的“和谐

音”，可以视作和弦内音出现了重复，不应考虑为不同的和弦。

接下来是小和弦。小和弦是由自然小调音阶延伸出的一系列和弦。即，以根音作

为自然小调音阶的 I级主音1，可供选择的和弦内音就是该音阶内的音：

三个音：小三和弦，和弦代号为 Cm，和弦内音为 1
Z
3 5；

1注意这里采用的是纯首调视角。
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四个音：小七和弦，和弦代号为 Cm7，和弦内音为 1
Z
3 5

Z
7；

五个音：小九和弦，和弦代号为 Cm9，和弦内音为 1
Z
3 5

Z
7 9(2)；

六个音：小十一和弦，和弦代号为 Cm11，和弦内音为 1
Z
3 5

Z
7 9(2) 11(4)；

七个音：小十三和弦，和弦代号为 Cm13，和弦内音为 1
Z
3 5

Z
7 9(2) 11(4) 13(6)。

需要说明的是，在自然小调中，13音理应为
Z
13(

Z
6)。但是在小十三和弦的和弦内

音中，依然采用与大十三和弦相同的 13音，其原因主要是为了统一和弦代号的表示

法。若和弦中有
Z
13(

Z
6)音出现时，只需临时标记出即可。

除了大小和弦以外，还有一类音乐中非常重要的和弦系列，被称为属（Dominant）

和弦。属和弦即为自然大调中的 V级和弦（唱名为 5 7 2），若将其延伸至七和弦，则

和弦的音级包括 5 7 2 4（音程关系为“大三度、小三度、小三度”，用和弦内音表示则

为 1 3 5
Z
7）。其中 7音和 4音呈现“三全音”，非常不稳定，7音有向 1音“解决”的

“倾向性”，而 4音则有向 3音“解决”的“倾向性”。所以一个 V级的属七和弦将有强

烈向 I级主和弦进行的“导向”，即具有“从属”的性质。此外，一个属和弦可以唯一

确定乐曲的调（Key）2，因为一个自然大调音阶中只有唯一一个 V级属和弦（而大小

和弦可能重复出现在不同的调中）。

问题 3.2一个和弦的和弦内音分别为 EZ G BZ DZ，满足“大三度、小三度、小三度”
的音程关系。试问能否根据该和弦的属性，确定乐曲的调（Key）？
解根据该和弦的音程关系，可知其为属七和弦。确定其属和弦的性质后，则可明确该

和弦为 V级和弦，进一步确定和弦内音 E
Z

G B
Z

D
Z
分别为 V级属音、VII级导音、II级

上主音，以及 IV级下属音。所以 I级主音为 A
Z
，该乐曲为 A

Z
调。

属和弦同样是由自然大调延伸出的一系列和弦（从七和弦开始，因为三个音的三

和弦，音程关系与大三和弦完全相同，无法用不同的代号表示），但需要以自然大调

音阶的 V级属音作为根音，可供选择的和弦内音仍然是该音阶内的音3：

四个音：属七和弦，和弦代号为 C7，和弦内音为 1 3 5
Z
7；

五个音：属九和弦，和弦代号为 C9，和弦内音为 1 3 5
Z
7 9(2)；

六个音：属十一和弦，和弦代号为 C11，和弦内音为 1 3 5
Z
7 9(2) 11(4)；

七个音：属十三和弦，和弦代号为 C13，和弦内音为 1 3 5
Z
7 9(2) 11(4) 13(6)。

除了大、小、属三大和弦家族以外，还有一些特殊的和弦记号，罗列如下：

sus：挂留和弦4，表示用和弦内音中的 2音或 4音替换掉大三和弦中的 3音，符

号写在基础和弦记号后面。当用 4音替换时可以直接写作 sus（具有强烈向大三

和弦解决的倾向性），而用 2音替换时一般写作 sus2：

e.g. Csus2和弦，表示 C大三和弦的 3音替换为 2音，和弦内音为 1 2 5；

add：表示增加音（一般增加的是调式音阶内的音），符号写在基础和弦记号后

面（增加什么和弦内音就再写在 add的后面）：

2注意这里不区分大小调，即将大小调视作关系调对待。
3将 V级属音当作和弦内音的 1音，其他音根据自然大调的音程关系做临时升降处理（7音变为

Z
7音）。

4挂留和弦是极少数和弦音程关系存在大二度，而非大三度和小三度的和弦。
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e.g. Cadd9和弦，表示 C大三和弦再加一个 9音，和弦内音为 1 3 5 9(2)；

omit：表示省略音，符号写在基础和弦记号后面（省略什么和弦内音就再写在

omit的后面，omit有时也会写作 no）：

e.g. C7omit5和弦，表示 C属七和弦省略 5音，和弦内音为 1 3
Z
7；

aug：特指增三和弦的记号。增三和弦可以看作是大三和弦的 5音变为
\
5音。增

三和弦也可以延伸到七和弦，和弦记号为 aug7。注意这里的 7指的是属七音，即

在五度音上再堆叠小三度音；若想堆叠大三度音，一般写作大七和弦，然后单独

标记出
\
5音：

e.g. Caug7和弦，表示 C属七和弦的 5音变为
\
5，和弦内音为 1 3

\
5
Z
7；

dim：特指减三和弦的记号。减三和弦可以看作是小三和弦的 5音变为
Z
5音。减

三和弦也可以延伸到七和弦，和弦记号为 dim7。注意这里的 7指的是重降七音，

所以从音程关系来看，减七和弦的音程均为小三度（与增三和弦类似，不满足

这样音程关系的和弦应当采用其他和弦代号）：

e.g. Cdim7和弦，表示 C减七和弦，和弦内音为 1
Z
3
Z
5
[

7(6)；

;：特指半减七和弦的记号。半减七和弦可以看作减七和弦的七音只减去“一
半”，所以为降七音：

e.g. C;和弦，表示 C半减七和弦，和弦内音为 1
Z
3
Z
5
Z
7；

()：和弦代号后面可以在括号里添加任意多余的信息，或者当和弦代号较为复杂

时，也可以把次要信息放在括号里：

e.g. Cm7(
Z
9)和弦，表示 C小七和弦再加一个

Z
9音，和弦内音为 1

Z
3 5

Z
7

Z
9(
Z
2)；

e.g. Cm(add9,11)，该和弦也可以写作 Cm11(omit7)，表示 C小和弦的变化

型，和弦内音为 1
Z
3 5 9(2) 11(4)。

以上的和弦代号和特殊记号已基本可以囊括绝大多数和弦的表示。当然仍会存在

一些特殊情形，这里列举以下两个例子：

斜杠和弦：斜杠和弦的表示方法为“和弦代号/低音”，念作“和弦代号 on低音”。

其中的低音可能是和弦内音，也可能不是（注意与根音区分）。当低音是和弦内

音时，一般称为转位和弦（和弦内音的顺序做了调整，根音不变但低音发生了

变化）。另外，通过斜杠和弦代号判断和弦内音5，需要回到音程关系来推导：

e.g. F/C和弦，即 F大三和弦，但低音为 C音。F大三和弦按照音程关系，

和弦内音的音名包括 F A C，会发现此时低音刚好是和弦内音（低八度的 C

音）。所以可以按和弦内音的顺序转换两次低音（称为第二转位），将低音

变为 C音，和弦内音的音名顺序为 C F A。在古典乐理中，大三和弦的第二

转位也被称为四六和弦（低音上方四度音和六度音）；

e.g. II
Z
/IV和弦，即 II

Z
级大三和弦，但低音落在 IV级上。II

Z
级大三和弦按

5这里和弦内音最好用具体音名或音级（根据和弦的级数作为基准）来表示，而非用和弦代号中的和弦
内音（以和弦根音作为 1音）。
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照音程关系，和弦内音的音级（以和弦的级数为基准）包括
Z
2 4

Z
6，会发现

此时低音刚好也是和弦内音（IV级音）。所以可以按和弦内音的顺序转换一

次低音（称为第一转位），将低音变为 IV级音，和弦内音的音级顺序为 4
Z
6

Z
2。在古典乐理中，II

Z
级（大小调均可）大三和弦的第一转位也被称为那

不勒斯（Neapolitan）六和弦（古典时期常被用于那不勒斯的音乐家，故得

名。低音上方六度音），和弦代号也可以写作N6；

数字低音和弦：和弦的数字低音表示法是另一种和弦的简化代号，在很早的古

典音乐时期便用于和弦的标记。其表示方式是通过“低音（音名或级数）+和弦

内其他音（以低音作为 1音，按竖直方向由下到上写在后面）”来标记。由于前

面介绍的现代和弦表示法目前已相当普及，所以数字低音一般作为补充，描述

那些较难用现代和弦表示法囊括的和弦：

e.g.首先上述四六和弦（还是以C和弦为例）可以用数字低音表示为C4
6，但

该和弦等同于斜杠和弦 F/C，所以并不需要采用数字低音表示法；

e.g. C6
9和弦，即低音为 C音，与上方六度音和九度音组成的和弦，被称为六

九和弦，和弦内音为 1 6 9(2)（仍具有 C和弦性质，根音也为 C）。这个特殊

的和弦明显无法用现代和弦代号进行表示，所以只能采用数字低音。

除此以外，后续如果再遇到其他特殊的和弦，则具体情况具体分析。

以上关于众多和弦的介绍过于冗长，为方便查找，这里首先将所提及的全部和弦

及它们的和弦内音简化归纳如下（仍然以 C和弦为例）：

表 3.7:常用和弦及它们的和弦内音

大和弦
C (1 3 5) Cmaj7 (1 3 5 7) Cmaj9 (1 3 5 7 9)

Cmaj11 (1 3 5 7 9 11) Cmaj13 (1 3 5 7 9 11 13)

小和弦
Cm (1

Z
3 5) Cm7 (1

Z
3 5

Z
7) Cm9 (1

Z
3 5

Z
7 9)

Cm11 (1
Z
3 5

Z
7 9 11) Cm13 (1

Z
3 5

Z
7 9 11 13)

属和弦
Cm (1

Z
3 5) Cm7 (1

Z
3 5

Z
7) Cm9 (1

Z
3 5

Z
7 9)

Cm11 (1
Z
3 5

Z
7 9 11) Cm13 (1

Z
3 5

Z
7 9 11 13)

特殊和弦记号

Csus2 (1 2 5) Cadd9 (1 3 5 9) C7omit5 (1 3
Z
7)

Caug7 (1 3
\
5
Z
7) Cdim7 (1

Z
3
Z
5
[

7) C; (1
Z
3
Z
5
Z
7)

Cm7(
Z
9) (1

Z
3 5

Z
7
Z
9) Cm(add9,11) = Cm11(omit7) (1

Z
3 5 9 11)

其他特殊情形 F/C = C4
6 (音名 C F A) II

Z
/IV (唱名 4

Z
6
Z
2) C6

9 (1 6 9)

对于和弦的记忆，一般需要长期的反复使用外加大量实操练习才可逐渐适应和弦

与其和弦内音在乐器上的对应关系。不过和弦也只是在确定调式下的某种单音排列组

合，其逻辑关系依然有迹可循。下面将总结一些和弦相关的基础性质以及经验规律，

以期加深对和弦概念的印象。

性质和弦相关的基础性质及经验规律：

当根音保持一致，不论大、小、属和弦，其 9音、11音、13音均完全相同；

除了挂留和弦，其余主要介绍的和弦内音相对关系全部为大三度或小三度；
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大三和弦由大三度加小三度构成，小三和弦由小三度加大三度构成：

大七和弦是在大三和弦上方堆叠大三度；

属七和弦是在大三和弦上方堆叠小三度；

另外，小三和弦下方堆叠大三度也是属七和弦；

小七和弦是在小三和弦上方堆叠小三度；

另外，大三和弦下方堆叠小三度也是小七和弦；

七和弦只要把根音升高半音：

大七和弦变为半减七和弦。e.g. Cmaj7和弦根音升高半音 = C
\;；

属七和弦变为减七和弦。e.g. C7和弦根音升高半音 = C
\
dim7；

增三和弦的音程关系为两个大三度，三个大三度刚好构成八度循环。所以如果

将增三和弦的两种转位也视为相同和弦，则十二平均律中总共只有四类不同的

增三和弦；同理，减七和弦的音程关系为三个小三度，而四个小三度刚好也构

成八度循环。所以类似地，如果将转位和弦也视为相同和弦，十二平均律中总

共也只有三类不同的减七和弦（可视化解释见附录G.1）。

接下来，将通过一系列实际练习强化对和弦及其和弦内音的认识与记忆。首先是

通过和弦代号判断和弦内音。

� 练习 3.1试分别给出和弦 BZmaj13(\11)、Gm9(add13)、B11sus、Fm6、F\;、AZdim7、
D/C、EZ69和弦内音的音名。
解根据和弦代号分别进行分析，并结合问题3.1中给出的所有大小调的音名，可得：

B
Z
maj13(

\
11)：大十三和弦，和弦内音包括 1 3 5 7 9 11 13，括号内标记了

\
11，一

般表示添加的信息，但这里默认表示将 11音替换为
\
11音。和弦的根音为 B

Z
，则

根据音程关系和弦内音的音名包括 B
Z

D F A C E G；

Gm9(add13)：小九和弦，和弦内音包括 1
Z
3 5

Z
7 9，括号内标记了 add13，表示

添加 13音。和弦的根音为G，则根据音程关系和弦内音的音名包括G B
Z

D F A E；

B11sus：属十一和弦，和弦内音包括 1 3 5
Z
7 9 11，sus表示 3音替换为 4音。和

弦的根音为 B，则根据音程关系和弦内音的音名包括 B E F
\

A C
\

E；

Fm6：小三和弦，和弦内音包括 1
Z
3 5，后面写的 6比较特殊，指的是以 F为起

始音的大六度音，而非自然小调中的六度音（应当标记为
Z
6）。和弦的根音为 F，

则根据音程关系和弦内音的音名包括 F A
Z

C D；

F
\;：半减七和弦，和弦内音包括 1

Z
3
Z
5
Z
7。和弦的根音为 F

\
，则根据音程关系

和弦内音的音名包括 F
\

A C E（可根据 F大七和弦的根音升半音快速得到）；

A
Z
dim7：减七和弦，和弦内音包括 1

Z
3
Z
5
[

7。和弦的根音为 A
Z
，则根据音程关

系和弦内音的音名包括 A
Z

B D F（可根据 G属七和弦的根音升半音快速得到）；

D/C：斜杠和弦，主要和弦为D大三和弦，但低音为 C，直接根据音程关系得到

和弦内音的音名包括 C D F
\

A；

E
Z

6
9：六九和弦，和弦内音包括 1 6 9。和弦的低音（根音）为 E

Z
，则根据音程关

系和弦内音的音名包括 E
Z

C F。
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反过来，给定一串音名，理论上也可以用和弦代号进行表示（其实这才是使用和

弦代号的意义）。但需要说明的是，并不是所有和弦均只有一种和弦代号。一个和弦

只有在分析出其在乐曲中的实际作用，才能够最终确定和弦代号。不过这里可以提前

给出一些单独判断也不太会产生争议的和弦案例，主要是为了强化对和弦与和弦代号

之间关系的理解。

� 练习 3.2和弦的根音均为 C 音，和弦内音分别为 1 5 11、1 Z3 5 7、1 3 \5 7、1 3 7 \11
Z13，试给出以上和弦的和弦代号。
解根据描述分别进行分析：

1 5 11：这个和弦很奇特。一般来说，11音应该属于某个大小属和弦的延伸音6，

但这里既未给出 3音也未给出 7音，所以无法确定其为大小属和弦的系列。事实

上，11音可以等同于 4音，所以该和弦应当写作 Csus。实际演奏该和弦，也能

够明显听到挂留和弦的意味，而非大小属和弦中 11音作为延伸音的感觉；

1
Z
3 5 7：这个和弦看前三个音，确定为小三和弦，但多出的 7音为大七度，所以

这里的和弦代号应当写作 Cmmaj7。该和弦一般也被称为小大七和弦；

1 3
\
5 7：这个和弦看前三个音，应当为增和弦，但多出的 7音并非为属七音，所

以无法用 aug7来表示。这里应当先通过 1 3 7三个音确定为大七和弦，然后单独

标记出
\
5音，和弦代号为 Cmaj7(

\
5)；

1 3
Z
7
\
11
Z
13：这个和弦看前三个音，确定其为属七和弦，后面两个音均为扩展

音7，写在括号中即可，和弦代号为 C7(
\
11
Z
13)。在 Jazz音乐中，这样带扩展音

的和弦也被称为变化（Alter）和弦，和弦代号可以简单用 C7alt表示，说明不用

在意具体的扩展音，怎么加都合理。

本节的最后，简单通过调式音阶（自然大调和自然小调）的例子，从级数引申到

和弦，并再次强调和弦在调式音阶中所具备的功能属性概念。

例题 3.2试给出自然大调音阶的 7 个顺阶三和弦、七和弦，和弦代号用级数表示。
解根据自然大调音阶的音程关系，以调（key）的起始音作为 I级，可以按顺序得到 7

个顺阶三和弦的和弦代号分别为 I IIm IIIm IV V VIm VIIdim；7个顺阶七和弦的和弦代

号分别为 Imaj7 IIm7 IIIm7 IVmaj7 V7 VIm7 VII;。
用级数表示和弦时，和弦内音应当采用前述第二种定义方式，即与音阶的音级保

持一致，这样更加方便描述不同和弦之间的关联。另外，这里和弦内音均采用一个八

度内的音级进行示意。综上，自然大调音阶的 7个顺阶三和弦与七和弦可归纳如下：

表 3.8:自然大调音阶中的 7个顺阶和弦

三和弦
I IIm IIIm IV V VIm VIIdim

1 3 5 2 4 6 3 5 7 4 6 1 5 7 2 6 1 3 7 2 4

七和弦
Imaj7 IIm7 IIIm7 IVmaj7 V7 VIm7 VII;
1 3 5 7 2 4 6 1 3 5 7 2 4 6 1 3 5 7 2 4 6 1 3 5 7 2 4 6

6延伸音表示在基础和弦以外，但仍然在调式音阶内的音。
7扩展音表示已经在调式音阶以外的音。
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可以看到，在自然大调音阶中构造的和弦，基本上均为大和弦与小和弦，另外还

有唯一的一个属和弦与减和弦。前面已经提前介绍过，V级属和弦具有强烈的向 I级

主和弦解决的倾向性。事实上，一首乐曲只要围绕 I级主和弦展开，最后通过 V级属

和弦回到 I级主和弦，中间进行和弦连接的方式具有相当高的自由性（和弦连接也是

一个重要课题，后续会详细展开），这也造就了除了和弦本身制造的声响特性以外，通

过“和弦的流动性”对和弦产生的附加功能属性。

例题 3.3试给出自然小调音阶的 7 个顺阶三和弦、七和弦，和弦代号用级数表示。
解根据自然小调音阶的音程关系，考虑到其具有两种音级定义的视角（关系大调视角

和纯首调视角），这里均加以介绍。

首先是以关系大调的起始音作为 I级（和弦内音的音级也相同），可以按顺序得到

自然小调音阶的 7个顺阶三和弦分别为 VIm VIIdim I IIm IIIm IV V；7个顺阶七和弦分

别为 VIm7 VII; Imaj7 IIm7 IIIm7 IVmaj7 V7。

简单来说就是把前述自然大调音阶的顺阶和弦改变了一下顺序。下表3.9归纳了

关系大调视角下自然小调音阶的 7个顺阶三和弦与七和弦：

表 3.9:自然小调音阶中的 7个顺阶和弦（关系大调视角）

三和弦
VIm VIIdim I IIm IIIm IV V
6 1 3 7 2 4 1 3 5 2 4 6 3 5 7 4 6 1 5 7 2

七和弦
VIm7 VII; Imaj7 IIm7 IIIm7 IVmaj7 V7
5 7 2 4 6 1 3 5 7 2 4 6 1 3 5 7 2 4 6 1 3 5 7 2 4 6 1 3

接下来是以自然小调音阶的起始音作为 I级（和弦内音的音级也相同），可以按顺

序得到自然小调音阶的 7个顺阶三和弦分别为 Im IIdim III IVm Vm VI VII；7个顺阶七

和弦分别为 Im7 II; IIImaj7 IVm7 Vm7 VImaj7 VII7。

下表3.10归纳了纯首调视角下自然小调音阶的 7个顺阶三和弦与七和弦：

表 3.10:自然小调音阶中的 7个顺阶和弦（纯首调视角）

三和弦
Im IIdim III IVm Vm VI VII

1
Z
3 5 2 4

Z
6

Z
3 5

Z
7 4

Z
6 1 5

Z
7 2

Z
6 1

Z
3

Z
7 2 4

七和弦
Im7 II; IIImaj7 IVm7 Vm7 VImaj7 VII7

1
Z
3 5

Z
7 2 4

Z
6 1

Z
3 5

Z
7 2 4

Z
6 1

Z
3 5

Z
7 2 4

Z
6 1

Z
3 5

Z
7 2 4

Z
6

在自然小调音阶中构造的和弦，其基本特性与自然大调中的完全一致，只是和弦

的顺序不一样，所以便形成了大小调不同的声音色彩。例如自然大调的 I级和弦是大

和弦，而自然小调的 I级和弦（纯首调视角）为小和弦。根据表3.1和3.3中大小调音阶

各个音的倍频关系（大三和弦三个音的倍频关系为 1, 5
4 , 3

2，而小三和弦三个音的倍频

关系为 1, 6
5 , 3

2）可知，大和弦纯天然就比小和弦听上去更加和谐
8。所以人们常说，大

调是阳光、明朗的，而小调是阴暗、忧郁的，实际上是在描述大小调的和弦色彩。而

8事实上，若按照倍频关系，sus和弦最为和谐（三个音的倍频关系为 1, 4
3 , 3

2），但其音程关系较为拥挤，
所以综合来讲还是大三和弦的和谐性最高。
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调式音阶均是围绕 I级主音展开的，I级主和弦占据了主导作用，所以才会形成对于大

小调不同的听觉感受。

以上两个例子，无论是在自然大调还是自然小调中，当描述和弦的功能属性时均

不仅仅只针对孤立的和弦本身，还应考虑到不同级数上和弦的连接方式。和声学便是

在此基础上应运而生。音乐术语中的和声（Harmony），事实上包含两个部分：和弦

+和弦连接。而和弦连接所形成的走向也被称为和弦进行（Progression）。这些和弦相

关的进阶内容将在后续的章节中进一步详细展开。

3.1.4 节奏

在音乐中，节奏（Rhythm）也是相当重要且关键的元素之一。但在介绍节奏之前，

首先要引出节拍（Meter）的概念。

节拍是一种固定型，描述了一种在时间轴上具有循环特性，但在声音强弱上错落

有致的组织形式。节拍的基本单元称为“拍子”，不同时长的拍子是通过不同的音符

来体现的。下表3.11描述了不同音符之间的关系（以全音符的时值作为基准）：

表 3.11:节拍中不同音符之间的关系

音符名称 全音符 二分音符 四分音符 八分音符 十六分音符

标准表示法 ¯ ˘ “ ˇ “ ˇ “( ˇ “)

时值 / 全音符的 1
2 全音符的 1

4 全音符的 1
8 全音符的 1

16

上述音符可以继续无限制划分下去，但一般常规音乐最小的声音单元就到十六分

音符，三十二分音符已较为少见。音符的具体时值一般会标记在乐曲之前，也被称为

BPM（Beat Per Minute），即为每分钟的节拍数，常用四分音符作为标准。例如 ˇ “ = 72，

表示一分钟可均匀演奏 72个四分音符。

有了以上定义，则可以通过音符和拍子的基本单元在乐曲小节中构成具有规律性

的节拍。节拍是乐曲的根基，“无规矩不成方圆”，正是因为有了稳固的节拍存在，乐

曲的延展才具备了坚实的框架9。下表3.12给出了一些常用的乐曲节拍及它们的含义：

表 3.12:乐曲中常用的节拍

节拍名称 四四拍 四二拍 四三拍 八六拍

标准表示法 4
4 或

S 2
4

3
4

6
8

节拍含义
以四分音符
为一拍，
每小节四拍

以四分音符
为一拍，
每小节两拍

以四分音符
为一拍，
每小节三拍

以八分音符
为一拍，
每小节六拍

乐曲以小节作为循环，每个循环内的节拍通过声音的强弱对比进一步强化听感。

例如，四四拍一般让四分音符构成“强、弱、次强、弱”的声音强度，以此形成起伏

9并不是所有乐曲均具有固定的节拍，有的在乐曲中间会换节拍，还有的本身就是散拍。这些方式都是
为了服务于作品想要表达的意向，而非肆意为之。
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感；而四三拍则更倾向于构成“强、弱、弱”。五拍子和七拍子较为少见，因为无论怎

样构建声音的强弱对比，一般都很难抓住节拍的规律性。

例题 3.4试通过架子鼓的演奏来说明节拍的形成。

解架子鼓作为节奏乐器，一般利用不同的鼓组搭配提供稳定的节拍。其中，底鼓（低

音大鼓）产生低频声音，军鼓产生中频声音，而镲片产生高频声音，所以可以通过这

样的配置来形成具有声音强弱对比的节拍。假设底鼓用符号 •、军鼓用符号 ◦、踩镲用
符号×、踩镲开镲用符号⊗来表示（关于具体的架子鼓术语这里不做展开），可以将架
子鼓所演奏的一种简单四四拍用表格的形式展示如下：

表 3.13:架子鼓演奏常规的四四拍（四小节为一组）

节拍 ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “ ˇ “

踩镲 ⊗ × × × × × × × × × × × × × × ×
底鼓 • • • •
军鼓 ◦ ◦ ◦ ◦

可以看到，底鼓和军鼓分别通过低频和中频提供“强”和“次强”的声音，而踩

镲通过高频提供“弱”的声音。只有在四小节为一组的第一个四分音符上，通过开镲

来加大音量，宣告这是一组节拍的起始。

接下来，在固定的节拍框架下，便可以通过音符间不同的排列组合进一步产生各

种各样不同的节奏型10，所以节奏是千变万化的。对于乐曲来说，旋律必然需要节奏

性，和弦连接事实上也具有节奏性，所以节奏是乐曲中极其关键的部分，被称为音乐

的“骨骼”。

为了丰富表现力，节奏还具有许多变化形式，下面将介绍常用的几种：

1. 附点音符：有时一个音符的时值无法用前述的单个基础音符来表示，例如“全

音符的 3
4”这种，只能写成 ˘ “ + ˇ “。所以为方便表示，可以通过附点符号（在音符

右下方附加一个小点）来简化音符，表示在原音符时值基础上再增加 1
2：

e.g. ˘ “‰ = ˘ “ + ˇ “； ˇ “
‰ = ˇ “ + ˇ “(； ˇ “( ‰ = ˇ “( + ˇ “)；

2. 连接线：音符上方可以通过连接线进行连接。连接线有两类，一类是将音高不相

同的音符进行连接，称为连音线，表示连奏（Legato），意指声音保持连贯；而

另一类将音高相同的音符进行连接的方式，称为延音线，则与节奏相关，表示这

些音符合并为同一个音符，所以时值是延音线音符内时值的累加。另外，连接

线可以跨小节对音符进行连接，当通过延音线跨小节对音高相同的音符进行连

接时，将导致节奏与节拍的一定错位，即形成短暂的“滞留感”；

3. 三连音：一个基础拍（例如四分音符）进行三等分而得来的音符称为三连音。可

以看到，若把四分音符的时值除以三，其与各种基础音符的时值均相去甚远，所

以三连音的出现会在常规节奏中带来新奇的感觉。事实上，一个基础拍可以进

10由不同时值的音符组成的一串节奏称为节奏型（与基础节拍不同）。
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行 N 等分，从而形成 N 连音，这样便可以覆盖各种时值的音符（对表3.11的补

充），不过一般最常用的还是 N = 3时的三连音；

4. 切分音：在常规节拍中，可以通过延长弱拍上的音符时值而造成“重音移位”的

感觉，此时新产生的重音称为切分音。切分音也是极具特色的一类节奏型：

e.g.以四个八分音符的节奏为例，̌ “
( ˇ

“
( ˇ

“
( ˇ

“
( 变化为 ˇ “( ˇ

“ ˇ “(，则“强、弱、次强、

弱”的强度对比变为了“弱、强、—、弱”（符号—表示前面的“强”持续

两个八分音符）；

5. 休止符号：在一个节奏型中，某些位置也可以不演奏音符，此时便用休止符号进

行替代。每一个常规音符都有其对应时值的休止符号。在乐曲进行中，节奏上

的突然休止也会形成独特的听感。

综上，无论是旋律还是和弦连接，均可以通过以上各种方式将节奏“玩出花样”。

以旋律创作为例，一段优秀的旋律，在音高选择上必然“此起彼伏、有近有远”，而在

节奏上也会“长短交错、轻重不一”，最终勾勒出丝滑顺畅的旋律线条。所以，节奏是

音乐魅力中的重要体现元素之一。

3.1.5 织体

最后要介绍的基础乐理概念是织体（Texture）。音乐中的织体较为抽象，通俗一

点理解即为“音乐元素的编织状态”，这种状态可以简单也可以很复杂。音乐的三大

基础元素旋律、和弦、节奏均可用织体进行描述。以节奏为例，简单的织体就是普通

的基础节奏型，而变化丰富的密集节奏型则是较为复杂的节奏织体。对于演奏者和改

编者而言，织体也是音乐中最难把握的部分，往往需要精雕细琢，才能成就精品。

下面简单介绍几种常被提及的音乐织体类型：

1. 单声织体：一首乐曲只由一条单一的旋律组成，例如乐曲独奏，所以可以专注于

旋律线条的构建。就算有伴奏，往往也只是为了陪衬主旋律；

2. 多声织体：常见于多声部编制的作品，例如弦乐/管乐四重奏，以及更为复杂的

交响乐。多声织体可以在声场的纵向空间上，一层层将声音的厚度叠加上去；

3. 复调织体：音乐中多条独立发展的旋律同时进行的方式称为复调织体。相对于

多声织体来说，复调织体更加突出每条旋律的独立性。他们同时存在，互为主

角，但整体上仍然满足声音的和谐性，所以复调写作是极其困难的。值得一提

的是，复调织体中不同的声部可以是不同的旋律各自发展（对比式复调），也可

以是同一条旋律前后错位发展，甚至镜像发展（模仿式复调）；

4. 和弦织体：前面介绍的和弦是不同音高的单音堆叠，但这种堆叠在时间轴上可

以同时进行，也可以按某种顺序依次进行（为保证声场效果，一般会让和弦内

音一直持续），所以会构建出丰富的和弦织体。和弦织体也可以与旋律进行混合，

形成浑然交错的感觉。以钢琴独奏改编为例，不同的和弦织体也许会让同一首

乐曲呈现出完全不同的气质，所以非常考验改编者的音乐功底。
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3.2 再谈音阶

在音乐发展的漫长历程中，除了自然大调和自然小调这两种基本调式以外，还诞

生出了相当多极具特色、应用广泛的调式音阶。这些音阶中有的甚至成为了一些国家

或地区所特有的色彩符号，衍生出了各式各样具有地域风情的民族音乐。所以尽管当

前的音乐创作多数还是围绕传统的大小调来展开，但了解更多的调式音阶仍然对探索

创作的边界大有裨益。

需要提前指出的是，以下所介绍的各种音阶，有些本身便由于特殊的音程关系而

自带特色，不过更多的音阶还需要进一步结合其所搭配的和声来进行分析。也就是说，

当谈到调式音阶的特色，绝大多数其实是在功能性和声运用上的一种“复合效应”；只

有当音乐中所使用的和弦是非功能性的时候，作为旋律写作的“地基”，调式音阶本

身的特点才能够尤其凸显。�
笔记以下描述中，“调式”和“音阶”两个术语会进行混用。但约定：当需要强调起

始音（调性）的重要性时，采用“调式”的说法；反之，则用“音阶”。

3.2.1 七大中古调式

七大中古调式的具体诞生契机已不可考究（大致于中世纪时期左右），但从理论

分析的角度来看，均可以视作是自然大调音阶在不同级数上的衍伸调式。而且虽然名

称为“中古调式”，但其实这些调式早已广泛应用于现代音乐当中。

伊奥尼亚（Ionian）调式：

自然大调的 I级模式，即为从自然大调的 I级音开始按顺序进行排列的一种调式。

不论以自然大调的唱名体系还是该调式本身的唱名体系均为 1 2 3 4 5 6 7。

Ionian调式的 I级和弦为大和弦，拥有与自然大调完全相同的色彩：整体上偏向

于明亮、正统的感觉。

当使用非功能和弦时，Ionian调式将不能完全等同于自然大调音阶，但“全

全半全全全半”的音程关系过于深入人心，所以若当作纯粹的横向旋律流

动随意演奏调式内的音，仍然会具有悠闲、放松等色彩特点。

下表3.14对 Ionian调式与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.14: Ionian调式

Ionian

唱名 1 2 3 4 5 6 7

特征
自然大调的 I级模式，拥有与自然大调完全相同的色彩

调式本身仍然具有悠闲、放松的感觉

多利亚（Dorian）调式：

自然大调的 II级模式，即为从自然大调的 II级音开始按顺序进行排列的一种调

式。以自然大调的唱名体系为 2 3 4 5 6 7 1（这里的 1指的是 7音之后高八度的 1

音。后续类似），而以该调式本身的唱名体系则为 1 2
Z
3 4 5 6

Z
7。
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Dorian调式的 I级和弦为小和弦，色彩上与自然小调接近，所以也可以按照关系

小调的唱名体系写作 6 7 1 2 3
\
4 5。相比于自然小调，只有小六度音变为了大六

度音，会给小调黯淡的色彩带来一丝明亮感。

Dorian调式在现代音乐中应用广泛，可能会带来各种不同的音乐情绪，这取决

于如何对待Dorian调式中的大六度音。下面罗列几种常用案例：

在小调的框架下，采用 Dorian调式内的 IV级大和弦来突出大六度音的听

感，或者直接在 I级主和弦上对大六度音进行旋律衔接，整体上均会偏向

于梦幻、神圣、史诗的特点，具有明显的凯尔特（Celtic）音乐风格；

在调式内的 I级主和弦上突出大六度音，相比自然小调的小六度音具有一

丝“悬而未决”的意味，常用于制造焦虑、空虚的色彩（中国古典雅乐中

的变徵音与此类似，常产生悲凉凄婉之感）；

在节奏感较强的音乐中，也会展示出其俏皮、热血、狂野的一面。

由于大六度是 Dorian调式中的特色音程，所以在实际音乐中，也常将其作为一

种独特的色彩元素，与其他调式音阶进行混用（例如可以与后续介绍的 Blues音

阶结合）。即，一首音乐不一定只围绕一种单一的调式音阶进行写作，而是会将

不同调式的特征进行融合。

下表3.15对Dorian调式与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.15: Dorian调式

Dorian

唱名 1 2
Z
3 4 5 6

Z
7

特征
自然大调的 II级模式，色彩与自然小调接近

大六度音作为特色音，可以带来各种不同的音乐情绪

弗里几亚（Phrygian）调式：

自然大调的 III级模式，即为从自然大调的 III级音开始按顺序进行排列的一种调

式。以自然大调的唱名体系为 3 4 5 6 7 1 2，而以该调式本身的唱名体系则为 1
Z
2

Z
3 4 5

Z
6
Z
7。

Phrygian调式的 I级和弦为小和弦，色彩上与自然小调接近，所以也可以按照关

系小调的唱名体系写作 6
Z
7 1 2 3 4 5。相比于自然小调，只有大二度音变为了小

二度音，会给小调黯淡的色彩继续增加一丝威胁感。

单从该调式上讲，其 II级上主音为传统小调的 II
Z
级，该特征音具有强烈向

下解决到 I级主音的倾向性。而此特征音作为旋律的经过音迅速得到解决

时，这种倾向将会进一步强化了小调音乐的黑暗与紧张属性；

若从该调式上所构建的和声来讲，由于其 II级和弦（自然小调的 II
Z
级）为

大和弦，而在自然小调上，II
Z
级的大三和弦即为前述所介绍的 Neapolitan

和弦（没有转位）。在一个小调性质的乐曲中，一段由 I级小和弦到 II
Z
级大

和弦的和弦进行，反倒会给小调的色彩带来一丝希望感。

下表3.16对 Phrygian调式与其基本特征进行了简单归纳：
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表 3.16: Phrygian调式

Phrygian

唱名 1
Z
2

Z
3 4 5

Z
6

Z
7

特征
自然大调的 III级模式，色彩与自然小调接近

调式本身极具威胁感，而和声运用有可能反倒增加希望感

Phrygian调式有一种更为常见的变种，被称为大弗里几亚（Phrygian Dominant）

调式。该调式可以理解为 Phrygian
^
3，即将 Phrygian调式的

Z
3音还原，导致该

调式的 I级和弦变为了大和弦，整体色彩向大调性质靠拢。

Phrygian Dominant调式相比自然大调，
^
3的改变会使得调式中的 II级和

III级之间由大二度变为增二度，III级和 IV级之间由大二度变为小二度，再

结合本来 I级和 II级之间的小二度，便会在大调的框架下营造出极其强烈

的异域风情——例如阿拉伯音乐的色彩；

而从和声上考虑，Phrygian Dominant调式中，依然可以构建一个传统调式的

I级向 II
Z
级 Neapolitan和弦的进行（回到 I级时还可以交替使用 Phrygian

和 Phrygian Dominant调式中的小和弦与大和弦），只不过这次是在大调

体系上。而这种和弦进行将会产生一种明显的西班牙风，例如弗拉明戈

（Flamenco）音乐的特色。

下表3.17对 Phrygian Dominant调式与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.17: Phrygian Dominant调式

Phrygian
Dominant

唱名 1
Z
2 3 4 5

Z
6

Z
7

特征
Phrygian

^
3，具有强烈的异域风情，常用于阿拉伯音乐

和声使用上则会带来西班牙 Flamenco音乐的特色

利底亚（Lydian）调式：

自然大调的 IV级模式，即为从自然大调的 IV级音开始按顺序进行排列的一种调

式。以自然大调的唱名体系为 4 5 6 7 1 2 3，而以该调式本身的唱名体系则为 1 2

3
\
4 5 6 7。

Lydian调式的 I级和弦为大和弦，色彩上与自然大调接近。相比于自然大调，只

有大四度音变为了增四度音，会给大调正统的色彩继续增加一丝明亮感。

Lydian调式与Dorian调式有着异曲同工之妙。若将两者看作大小调的关系

调式（Dorian调式以 6音作为起始音），会发现其实特征音均为
\
4音，所

以色彩有些类似。只不过Dorian调式更趋向于小调的性质，而 Lydian调式

则更趋向于大调；

由于 Lydian调式的音程关系需要持续三个全音才会迎来一个半音，所以常

被用来刻画具有漂浮感或提升感的音乐；也可以通过特征音与主音的不协

和性（增四度即为三全音）制造奇异、有趣、滑稽的感觉；另外在影视配

乐中，也常搭配更多的配器或强有力的节奏营造激昂、浩瀚的气息；
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在和声使用上，Lydian调式可以一直落在 I级大和弦上，也可以通过调式内

的 II级大和弦来烘托与主音之间增四度的特征音，还可以直接通过 II级大

和弦升调到 II级自然大调上去。但更多 Lydian调式的和声用法还是跟前述

所说类似，将其与主音之间增四度的特征音程当作一种和声色彩元素，向

其他调式和声进行解决。

下表3.18对 Lydian调式与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.18: Lydian调式

Lydian

唱名 1 2 3
\
4 5 6 7

特征
自然大调的 IV级模式，色彩比自然大调更加明亮

与主音之间的增四度音程会带来漂浮、提升的感觉

混合利底亚（Mixolydian）调式：

自然大调的 V级模式，即为从自然大调的 V级音开始按顺序进行排列的一种调

式。以自然大调的唱名体系为 5 6 7 1 2 3 4，而以该调式本身的唱名体系则为 1 2

3 4 5 6
Z
7。

Mixolydian调式的 I级和弦为大和弦，色彩上与自然大调接近。相比于自然大调，

只有大七度音变为了小七度音，会让大调音阶中原来导音的位置变得更加开阔，

而不再具有强烈想要解决的倾向性。

在 I级大和弦上随意演奏Mixolydian调式，极易产生出具有中世纪风味的

远古气息，但这种气息与Dorian调式的感觉不尽相同；

Mixolydian调式的 VII级大和弦是一个非常具有特色的和弦，这里还是按照

自然大调的级数来思考，即为 VII
Z
级大和弦。这个和弦会制造出一种积极、

明朗的色彩，常用于摇滚乐、融合乐等音乐风格中；

在节奏感较强的音乐中通过 I级大和弦向 VII
Z
级大和弦的和弦进行，演奏

Mixolydian调式则会产生一种略带笨拙的活泼氛围。

下表3.19对Mixolydian调式与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.19: Mixolydian调式

Mixolydian

唱名 1 2 3 4 5 6
Z
7

特征
自然大调的 V级模式，小七度音程关系会让调式更加开阔

VII
Z
级大和弦的运用会带来积极、明朗，或者活泼的色彩

爱奥尼亚（Aeolian）调式：

自然大调的 VI级模式，即为从自然大调的 VI级音开始按顺序进行排列的一种调

式。以自然大调的唱名体系为 6 7 1 2 3 4 5，而以该调式本身的唱名体系则为 1 2
Z
3 4 5

Z
6
Z
7。

Aeolian调式的 I级和弦为小和弦，拥有与自然小调完全相同的色彩：整体上偏

向于黯淡、悲伤的感觉。
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相比于其他调式，Aeolian调式的特征音即为与主音呈现小六度的
Z
6音。若

不突出
Z
6的特征音，则无法判断属于哪条音阶，只会觉得具有小调的色彩。

而当旋律中出现
Z
6音时（一般采用类似分解和弦织体的方式），会制造出

非常忧郁甚至悬疑、恐惧的色彩特点。

下表3.20对 Aeolian调式与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.20: Aeolian调式

Aeolian

唱名 1 2
Z
3 4 5

Z
6

Z
7

特征
自然大调的 VI级模式，拥有与自然小调完全相同的色彩
Z
6特征音会制造出忧郁、甚至悬疑、恐惧的情绪特点

洛克里亚（Locrian）调式：

自然大调的 VII级模式，即为从自然大调的 VII级音开始按顺序进行排列的一种

调式。以自然大调的唱名体系为 7 1 2 3 4 5 6，而以该调式本身的唱名体系则为 1
Z
2
Z
3 4

Z
5
Z
6
Z
7。

Locrian调式的 I级和弦为减和弦，是七大中古调式中最为特殊的一种。主和弦

便是不和谐的色彩，让本该承担调式主心骨的“家”有一种特殊的破败感。

Locrian调式因为不具备传统大小调的和声色彩，所以在古典音乐中极少使

用。但由于其主和弦与调式色彩极为接近（其他调式的色彩不仅仅取决于

主和弦），所以若想要渲染类似黑暗、诡谲、不稳定的氛围时，在减和弦上

采用 Locrian调式是一种不错的选择；

当强烈节奏搭配失真音色演奏 Locrian调式，会让其黑暗属性得到一定缓

解，营造出一种紧张与激昂并存的摇滚风，常用于金属乐等音乐风格中。

下表3.21对 Locrian调式与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.21: Locrian调式

Locrian

唱名 1
Z
2

Z
3 4

Z
5

Z
6

Z
7

特征
自然大调的 VII级模式，I级和弦为减和弦

色彩极其不稳定、黑暗，也常用于节奏感强烈的金属乐中

3.2.2 小调的三种模式

前面介绍的自然小调，作为基础调式的一种，无论从音程关系上还是和弦搭配上

仍然具有一定局限性。最大的问题在于其七度音为小七度，并没有足够向主音解决的

倾向性。所以可以将自然小调的七度音从小七度改为大七度，此时 V级七和弦也由小

七和弦变为了属七和弦，与自然大调一样拥有了 V级向 I级进行的强烈倾向性。由于

以上变化基本出于对和声的考量，所以一般称为和声小调。

然而，变化为和声小调后，也会带来一些新的问题：
Z
6音和 7音的音程关系为增

二度，间隔太远了，而且 5
Z
6 7 1的间隔排列与 Phrygian Dominant调式的前四个音完



第 3章 和声理论 – 138/250 –

全相同，这种紧张感在传统的古典和声中很难被接受，于是便诞生出另一种小调调式，

将
Z
6音也还原为 6音，此时各个音程关系均转变为较为正常的状态；此外，从旋律上

看，只有调式音阶在上行时会遇到
Z
7音没有强烈解决感的问题，所以在下行时，

Z
7音

便不用改为 7音，连带着
Z
6音也不用更改。这种小调也被称为旋律小调。

下表3.22对三种不同的小调调式以及相关主要特征进行了归纳：

表 3.22:小调的三种模式

小调 唱名（纯首调视角） 特征

自然小调 1 2
Z
3 4 5

Z
6

Z
7 自然大调的 VI级模式

和声小调 1 2
Z
3 4 5

Z
6 7

Z
7变为 7，V级变为属七和弦

旋律小调
上行：1 2

Z
3 4 5 6 7 上行 6、7音一起还原

下行：
Z
7

Z
6 5 4

Z
3 2 1 下行时保持不变

以上三种小调调式，实际最常用的还是和声小调，毕竟绝大多数调性音乐还是建

立在和声体系上进行创作，只是需要在旋律写作时尽量避免长期待在增二度音程附

近。和声小调的乐曲柔和中带着忧伤，是写作伤感乐曲的上佳之选。

另外，由于和声小调与旋律小调均改变了音程关系，所以与自然大调类似，都将

可以继续在不同级数上衍生出新的调式模式。例如 Phrygian Dominant调式即为和声

小调的 V级模式。只是对于和声小调来说，其音程关系比较特殊，使用场景有限，并

未像自然大调一样形成完整的调式模式体系（也可以用，但不具备色彩差异明显的调

式特征）。至于旋律小调，由于与 Jazz音乐有着千丝万缕的联系，后续还将做进一步

展开说明。

3.2.3 五声音阶

五声音阶的概念由来已久，但这里想介绍的主要还是带有民族特色的几类五声音

阶，且重点在于强调不同五声音阶中的音程色彩，而非与中古调式一样，将主音与主

和弦作为调式的中心来分析。

中国五声音阶：

中国五声音阶即传统的“宫、商、角、徵、羽”。事实上，这五个汉字指代的是

一种固定的音程关系，以自然大调的唱名体系即为 1 2 3 5 6。可以看到，这种五

声音阶相比自然大调缺少了 4音和 7音，避免了小二度的存在，从而音与音之间

最少也要间隔一个全音，在听感上会赋予音阶更为大气的色彩。

若追根溯源，中国五声调式是通过五度相生的方式产生的，即先给定一个

起始音，然后五度五度叠加上去，可以按顺序得到宫 (1)、徵 (5)、商 (2)、羽

(6)、角 (3)五个音。所以这是一种通过五度和谐音程构建出的音阶；

中国五声音阶也可以通过选择不同的起始音来衍生出不同的调式模式：I级

宫调、II级商调、III级角调、V级徵调、VI级羽调。这些调式模式的色彩并
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不完全一致，但通常来讲，根据中国五声音阶所写就的旋律织体，均会带

来一种中正、优雅的音乐氛围。

下表3.23对中国五声音阶与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.23:中国五声音阶

中国五声音阶

唱名 1 2 3 5 6

特征
对应中国传统的宫、商、角、徵、羽，

音阶整体呈现出大气、正统、优雅的色彩

日本五声音阶：

具有日本民族特色的五声音阶，大体上均可以用两种基本形态来描述：平调子

和阴旋。

平调子即一般所说的都节调式，以自然大调的唱名体系为 1 2
Z
3 5

Z
6，可以视作

在中国五声调式基础上将 3音和 6音进行了降半音处理。该音阶整体上趋向于

小调质感，但音程关系中极易强调出不和谐的小二度与增四度，会给小调继续

增加一丝幽暗、神秘的色彩。

从关系大调视角上看，其唱名体系为 6 7 1 3 4，与自然小调只差两个音，而

其他音均没有改变。这种排列还可以进行顺序替换，以形成不同的模式，如

3 4 6 7 1、7 1 3 4 6等，均是都节调式中常用的变化形式。但无论怎么改变音

阶的模式，不和谐的小二度与增四度听感不会改变，仍然会具有类似的日

本民族风味；

下表3.24对日本五声音阶中的平调子与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.24:日本五声音阶（平调子）

日本五声音阶
(平调子)

唱名 1 2
Z
3 5

Z
6

特征
3音和 6音变为了

Z
3音和

Z
6音，整体趋向于小调质感

不和谐的小二度与增四度会增加音阶的幽暗色彩

另一种日本五声音阶的基本形态为阴旋，以自然大调的唱名体系为 1 2
Z
3 5 6，可

以视作在平调子基础上将
Z
6音进行了还原。该音阶整体上仍趋向于小调质感，

但
Z
6音的还原反倒会给平调子的小调色彩增加更多的紧张感。

下表3.25对日本五声音阶中的阴旋与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.25:日本五声音阶（阴旋）

日本五声音阶
(阴旋)

唱名 1 2
Z
3 5 6

特征
在平调子基础上将

Z
6音还原为 6音，仍具有小调质感

还原为 6音后反倒会给音阶增加更多的紧张感

东南亚五声音阶：
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这里提到的东南亚五声音阶，即所谓的琉球调式，以自然大调的唱名体系为 1 3

4 5 7，整体上趋向于大调质感。尽管该音阶看上去均为自然大调中的音，但由于

缺少了 2音和 6音，同时又保留了 3音和 4音、7音和 1音之间两个小二度音程，

从而让整个音阶展现出独特的声音色彩，具有浓郁的海岛风情。

琉球调式与印尼等东南亚国家的音乐风格接近，例如著名的甘美兰音乐。

尽管甘美兰音乐甚至都不遵循十二平均律，但琉球调式中特殊的音程听感

作为一种色彩元素，早已成为东南亚音乐的特征听觉符号。

下表3.26对东南亚五声音阶与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.26:东南亚五声音阶

东南亚五声音阶

唱名 1 3 4 5 7

特征
趋向于大调质感，但保留了两个小二度音程

地域特征明显，具有浓郁的海岛风情

印度五声音阶：

印度五声音阶也是极具地域色彩的一种音阶，以自然大调的唱名体系为 1 3 4 5
Z
7，整体上趋向于大调质感。但是

Z
7音的出现让这条音阶产生了一些独特的音

程组合，例如
Z
7 1 3 4这四个音的音程排列为“大二度 +大三度 +小二度”，会带

来一种奇异的听感，具有强烈的异域风情。

印度五声音阶与Mixolydian调式相当接近，只缺少了 2音和 6音。但两者

的色彩却有着极大差异，重点还是在于音阶中音程关系的区别。事实上，许

多以Mixolydian调式写作的音乐会带有一定异域色彩，也是因为首先强调

了印度五声音阶的音程特色，再对旋律音进行的扩展（例如加入 2音）。

下表3.27对印度五声音阶与其基本特征进行了简单归纳：

表 3.27:印度五声音阶

印度五声音阶

唱名 1 3 4 5
Z
7

特征
趋向于大调质感，但音阶中拥有独特的音程组合

会带来奇异的听感，具有强烈的异域风情

3.2.4 音阶的横向思维

前面所介绍的所有调式音阶，均是在十二音体系下对不同单音组合的一种延伸性

思考。当确定好一种调式音阶后，便可以在不同级数上构建出一系列顺接和弦，从而

形成和声框架，对所创作的调性旋律进行“烘托”。

但这种创作是呆板的。如果将音乐比作一门语言，每当需要讲话交流前都必须先

打好腹稿，则不能称之为随心所欲。为了达到“尽情交流”的目的，音乐演奏必然要

从以固定调式、固定和声为主的纵向思维，转变为可以在合理范围内肆意演奏各类音
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阶的横向思维。这也正是自 20世纪以来，在 Jazz音乐领域，为了实现“即兴演奏”所

诞生出的颠覆性思维转变。

为了确立音阶演奏的规则，就必须要了解什么样的音阶可以在什么样的和弦上进

行演奏。接下来，将主要以不同的音阶作为对象按顺序进行阐述，同时会顺带介绍更

多现代音乐（特别是 Jazz音乐）中常用的音阶。�
笔记一些提前说明：横向思维更加注重“可以演奏哪些音”或“哪些音的排列”，而

不是强调起始音（调性）。尽管一条音阶总有起始音，但接下来不做特殊说明，一律采

用“音阶”的术语；此外，在音阶的概念中，八度音程关系的音可以视为等同，所以

2 = 9、4 = 11、6 = 13，后面会视具体情况任选其中的数字进行描述；最后，在不确定

根音的情况下，将采用其他简化代号来描述和弦，例如：major=大和弦、minor=小和

弦、dominant=属和弦，其他情形则沿用之前的和弦记号即可。

大调音阶：与七大中古调式类似，大调音阶也具有七种模式：

1. Ionian：1 2 3 4 5 6 7，自然大调的 I级模式，堆叠出的和弦为major13，一般

用于major7（其他音可视作延伸音，不影响和弦性质。后续类似），需注意

4音的“避免音”（与major7的 3音不和谐，尽量当作“经过音”处理）；

2. Dorian：1 2
Z
3 4 5 6

Z
7，自然大调的 II级模式，堆叠出的和弦为minor13，一

般用于minor7；

3. Phrygian：1
Z
2
Z
3 4 5

Z
6
Z
7，自然大调的 III级模式，堆叠出的和弦为minor7(

Z
9

Z
13)。虽然具有小和弦性质，但

Z
2音和

Z
6音均在其中不和谐，所以该音阶

一般用于 sus(
Z
9)；

4. Lydian：1 2 3
\
4 5 6 7，自然大调的 IV级模式，堆叠出的和弦为major13(

\
11)，

一般用于major7(
\
4)。特别在 IV级major7上，

\
4音反而会作为 Lydian的特

征音而不用被“避免”；

5. Mixolydian：1 2 3 4 5 6
Z
7，自然大调的V级模式，堆叠出的和弦为dominant13，

一般用于 dominant7，需注意 4音的“避免音”；或用于 sus（可以不向major

解决），此时无“避免音”；

6. Aeolian：1 2
Z
3 4 5

Z
6
Z
7，自然大调的VI级模式，堆叠出的和弦为minor11(

Z
13)，

较少使用（
Z
6音在小和弦中不和谐），偶尔用于需强调

Z
6音的minor7(

Z
6)；

作为 VI级和弦时，一般不使用调式内的minor7，更倾向于使用 dominant7，

可以有更多选择性；

7. Locrian：1
Z
2
Z
3 4

Z
5
Z
6
Z
7，自然大调的VII级模式，堆叠出的和弦为minor7(

Z
9

\
11
Z
13)，一般用于 ;，需注意 Z

2的“避免音”。

快速找到七种大调音阶中的音：通过更为熟悉的自然大调来找。以 C dorian为

例，Dorian为自然大调的 II级模式，一条音阶的 II级音是 C，则 I级音是 B
Z
，写

出 B
Z
大调音阶，再从 C音开始按顺序排列，便是 C dorian音阶。

Jazz旋律小调音阶：前面在小调章节的介绍中，旋律小调分上行和下行，但从音

阶的横向思维上考虑，一种音阶只需要一种独立的音程关系来展现不同的音效。
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所以在 Jazz音乐中，旋律小调一般只使用上行音阶的形态。仔细观察 Jazz旋律

小调音阶，会发现其在小调的框架下塞入了四个全音音程（4 5 6 7），能提供一

种独特的声响效果——更笼统一点说，即为非常明显的 Jazz色彩。此外，与大

调音阶类似，Jazz旋律小调也可以衍生出七种模式：

1. Jazz Minor：1 2
Z
3 4 5 6 7，旋律小调的 I级模式，堆叠出的和弦为 minor-

major13，一般用于minor-major7，即小大七和弦。此条音阶没有特别的名

称，这里用 Jazz Minor进行指代；

2. Dorian
Z
2：1

Z
2
Z
3 4 5 6

Z
7，旋律小调的 II级模式，也可以理解为 Phrygian

^
6，堆叠出的和弦为minor13(

Z
9)。相比 Phrygian来说，虽然

Z
6音得到了处

理，但在小和弦性质下，
Z
9音也不和谐，所以该音阶与 Phrygian一样，一

般用于 sus(
Z
9)；

3. Lydian
\
5：1 2 3

\
4
\
5 6 7，旋律小调的 III级模式，也被称为 Lydian Augmented，

堆叠出的和弦为major13(
\
11
Z
13)，一般用于major7(

\
5)；

4. Lydian
Z
7：1 2 3

\
4 5 6

Z
7，旋律小调的 IV级模式，也被称为 Lydian Dominant，

堆叠出的和弦为 dominant13(
\
11)，一般用于 dominant7(

\
11)；

5. Mixolydian
Z
6：1 2 3 4 5

Z
6
Z
7，旋律小调的 V 级模式，堆叠出的和弦为

dominant11(
Z
13)，较少使用（4 音和

Z
6 音在属和弦中均不和谐），偶尔

用于minor-major7/V。看到 dominant7，更倾向于使用 Altered音阶或全音

音阶（后续会介绍）；

6. Locrian
^
2：1 2

Z
3 4

Z
5
Z
6
Z
7，旋律小调的VI级模式，也被称为Half-diminished，

堆叠出的和弦为minor7(
\
11
Z
13)，一般用于 ;，相比 Locrian来说，无“避

免音”问题；

7. Super Locrian：1
Z
2
Z
3
Z
4
Z
5
Z
6
Z
7，旋律小调的 VII级模式，也被称为 Altered，

堆叠出的和弦为 dominant7(
Z
9
\
9
\
11
Z
13)，一般用于 dominant7(alt)。这里

的 alt指代
Z
9、

\
9、

\
11、

Z
13中的任意音。

Jazz旋律小调中的音阶若单独使用，也会如中古调式一样产生某些特殊色彩。例

如Mixolydian
Z
6音阶，在合适的和声选择下，可以烘托出壮丽、宏大的氛围。但

是更普遍的用法，还是将 Jazz旋律小调视作横向思维下的音阶“武器库”，在即

兴演奏的段落中使用，凸显自由、随性的音乐色彩。

若想要快速找到七种 Jazz旋律小调音阶中的音，方法与前面大调音阶类似，也

是先判断属于几级旋律小调，然后在更为熟悉的 Jazz Minor音阶中去寻找。

此外，Jazz旋律小调中，Super Locrian音阶比较特殊，需要做进一步说明：

Super Locrian音阶的构建方法（不从 Jazz旋律小调的 VII级考虑）：

首先给出属和弦最重要的三个音：1 3
Z
7（

Z
4音就是 3音）；

在一个八度内把所有非自然大调内的音（
Z
2
\
2
Z
5
\
5）全加上即可；

由于该音阶包含了 dominant7外的所有变化音（除 7音外，不然和弦性质

会发生变化），所以也被称为 Altered音阶。从记谱角度，四个和弦变化音
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最好以和弦的堆叠数字来标记：
Z
9(
Z
2)、

\
9(
\
2)、

Z
11(

Z
5)、

\
13(

\
5)；

Altered音阶的记忆方法：

升半音找 Jazz Minor音阶，再把起始音还原11；

降半音找自然大调音阶，再把起始音还原。

减音阶：减七和弦作为一个特殊和弦，没有常规音阶能与之适配。为了解决这

个问题，需要构造出适合在减七和弦上演奏的人工音阶。一个常规的思路即为

在该和弦基础上加入更多延伸音，但不能引入“避免音”，因为减七和弦已经足

够不和谐。

这里需要再强调一下何为“避免音”：一个和弦是向上堆叠的，所以一条音阶

中的音要尽量向下避免与和弦内音的小二度（半音）关系，向上则不必。例如

Ionian音阶中，4音因为向下与 3音为半音关系，所以为“避免音”，但 7音向上

也与 1音为半音，却不必视作“避免音”。

回到减七和弦，按照上面的规则，可以在减七和弦的四个音 1
Z
3
Z
5
[

7(6)（以根

音作为音阶的起始音）基础上继续添加与这四个音呈现大二度的延伸音 2 4
Z
6 7

（这四个音刚好也构成一个减七和弦），以形成一条适合演奏减七和弦的减音阶。

由于减音阶的音程关系是对称的，所以可以将其结构进行镜像，产生如下两条

不同形态的减音阶：

1. Whole-Half减音阶（可简写为W/H-dim）：1 2
Z
3 4

Z
5
Z
6
[

7(6) 7，音程关系

为“全音-半音”交替，一般用于 dim7；

2. Half-Whole减音阶（可简写为H/W-dim）：1
Z
2
Z
3 3

Z
5 5

[
7(6)

Z
7，音程关系

为“半音-全音”交替，因“避免音”的存在不适合在 dim7上演奏，反而适

合用于 dominant7(alt)。相比 Altered音阶，这条减音阶仅无
Z
13音，多出来

的 5音和 6音也与属和弦不冲突。

减音阶与减七和弦一样，如果只讨论不同音的组合，则一共只有三条（可视化

解释见附录G.1）。事实上，由于减音阶的对称性，并不像其他音阶一样，对主音

有非常明确“家”的认知，所以在实际演奏中，只用记住三条减音阶即可。

全音音阶：前面提到过，一条音阶的音程关系最好能形成“起伏”。减音阶由于

其对称结构，其实很容易产生机械感。而全音音阶则是音程关系全部为全音的

音阶，按照唱名体系为 1 2 3
\
4
\
5
\
6，音与音之间没有明确的解决倾向性，具有

强烈的缥缈性质。可简写为Whole-tone。

全音音阶可以记为 Iaug和 IIaug合并的六声音阶，与减音阶类似，没有“家”

的感觉，总共也只有两条（可视化解释见附录G.1）。全音音阶堆叠出的和

弦为 dominant7(
\
11
Z
13)，一般用于 aug7，偏印象派的色彩；

看到 dominant7，还是更倾向于使用 dominant7(alt)，演奏 Altered音阶。

Bebop音阶：增加一个调性中心属性的环绕音，这个半音的加入会让音阶整体

更加“顺滑”，也会带来一些新鲜的色彩。Bebop音阶主要有以下四种形态：

11即前面介绍的方法，Altered音阶是 VII级，升半音即为 Jazz旋律小调的 I级：Jazz Minor音阶。
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1. Bebop Dorian：1 2
Z
3
Z
4 4 5 6

Z
7，环绕音经过于

Z
3和 4，一般用于 IIm7；

2. Bebop Dominant：1 2 3 4 5 6
Z
7 7，环绕音经过于

Z
7和 1，一般用于 V7；

3. Bebop Major：1 2 3 4 5
Z
6 6 7，环绕音经过于 5和 6，一般用于 Imaj7；

4. Bebop Minor：1 2
Z
3 4 5

Z
6 6 7，环绕音经过于 5和 6，一般用于 Immaj7；

五声音阶：1 2 3 5 6，这里所介绍的用法与前面提到的中国五声音阶完全不同。4

音和 7音的缺失会造成声场开阔、调式模糊的特点，是极具现代色彩的音阶。

一些普遍用法如下：

在自然大调上，可以形成 I、IV、V级三条五声音阶：

在 II级和弦上，可以演奏 I、IV、V级五声音阶；

在 V级和弦上，可以演奏 V级五声音阶；

在 I级和弦上，可以演奏 I、V级五声音阶；

在 II - V - I的和弦进行（后续会介绍）上，可以只演奏 V级五声音阶

（视为没有“避免音”的大调音阶）；

在Major7上，还可以演奏 II级五声音阶（把major7变为major7(
\
4)，具有

Lydian色彩）；

在旋律小调上，只能形成 IV级五声音阶。特别对于 dominant7(alt)，由于

Altered音阶是 Jazz旋律小调的 VII级模式，只要找到 dominant7(alt)所对应

的旋律小调，便可以演奏其 IV级五声音阶。可简单记为：在 dominant7(alt)

上演奏距离三全音的五声音阶。

e.g.在 C7(alt)上可以直接演奏钢琴纯黑键（F
\
五声音阶）。

Blues音阶：1
Z
3 4

\
4 5

Z
7，小调属性，可简写为Minor Blues，从关系大调视角则

为 6 1 2
\
2 3 5。Jazz音乐的起源，无法用传统乐理解释，专属 Blues的独特色彩。

一般用于 I级、IV级、V级和弦，均为 dominant7，且不需要解决；

e.g.经典的 12小节 Blues即兴；

事实上，只要把调性弄清，在哪儿都可以使用。此时最好采用关系大调视

角，衍生出大调 Blues音阶 1 2
\
2 3 5 6，可简写为Major Blues，会发现该音

阶只比五声音阶多了一个
\
2音（大调 Blues音阶的特征音）；

e.g. 可以无视和弦进行，在 C大调（a小调）上演奏 C大调 Blues音阶

（a小调 Blues音阶）；

可以与Mixolydian或Dorian调式进行混合，完成中古调式的 Blues化：

对于Mixolydian调式来说，本来 I级和弦即为属和弦，所以很容易在其

上混合演奏 Blues音阶；

对于 Dorian调式来说，只需引入
\
4音（小调 Blues的特征音，以关系

大调视角看与大调 Blues的特征音是同一个音），即可将其与 Blues音

阶完美融合；

以上洋洋洒洒列举了大量音阶与它们所适用的和弦，可以看到，一个和弦其实并

不只有一条音阶可以使用，具体选用哪条要取决于当下正在演奏的音乐风格，以及乐



第 3章 和声理论 – 145/250 –

手本人的习惯，所以可以为音乐的即兴演奏带来无穷的可能性。

这些所介绍的调式音阶各具特色，想要完全记住并实际运用在音乐创作中实非易

事。附录G.2汇总了所有提及的调式音阶与它们的音程关系对比，若前面讨论未及，可

对照表格进行参阅。

3.3 再谈和弦

前面的章节，对和弦及其基本功能已经做了一定的介绍，但事实上，关于和弦的

探讨还远不止于此。作为音乐创作的“灵魂”，和弦的知识体系也在随着时代变化不

断积累与丰富。所以接下来，本节将围绕几个重点主题，对和弦相关的进阶知识做更

加深入地梳理与论述。

3.3.1 和弦排列方式（Voicing）

和弦被分为了大、小、属三大类基础和弦家族。以更为广泛的现代和声来说，挂

留和弦、增和弦其实可以归类于具有大和弦性质，而减和弦则可以归类于具有小和弦

性质，至于增加音和省略音，在确定七和弦的基础上，一般也并不会影响大、小、属

和弦的基本属性。所以，若以此种方式对和弦进行划分，当在实际乐曲中根据和弦属

性选择和弦排列方式（一般也用 Voicing的术语指代）时，将会产生出万般变化。

下面列举一些 Voicing的常用变化手段：

变化音和弦：通过延伸音、扩展音来丰富大小属和弦的色彩，甚至可以将major

替换为 sus（不用向major解决，且 3音和 4音可同时存在）以增加和弦的张力

（tension）。另外，在吉他演奏中，还存在只有根音 +五度音排列的强力和弦（省

略 3音的和弦配置单一且强劲，常搭配失真音色用于摇滚乐等音乐风格中）；

上层结构（Upper Structure）：一种记忆变化音和弦的方式，常用于键盘乐

器，可以理解为基础和弦上再堆叠一个三和弦（符号以分式表示）。e.g.乐

曲结尾处常使用的 C13(
\
11)，可以视作 D

C7；

横向排列：注重横向的排列思维，构建和弦的旋律织体，而非和弦堆叠的构建音

思维。通过和弦内音的重新搭配，产生更多色彩上改变；

e.g. minor11，和弦内音 1
Z
3 5

Z
7 9(2) 11(4)，向上堆叠的方式改变为 1 5 9(2)

Z
3
Z
7 11(4)，更具开阔感，且音程关系错落有致。此外，在实际乐曲中，和

弦内音也可交替演奏，将和弦旋律化；

四度和弦：在调性内按照四度堆叠（Diatonic Fourth）的和弦，不一定为纯四度，

具体要看调式音阶本身的四度音程关系。四度和弦会产生与常规的三度和弦全

然不同的现代色彩，可以在功能性和声中当作变化音和弦使用（例如和弦内音 1

4 7 3，可以视为major11），也可以在非功能和声中以模进（Modal）的形式演绎

（根据基础和弦确定主音与音阶，和弦内音以四度关系延伸推进）。四度和弦没
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有单独的和弦代号，一般还是沿用其调性和弦的符号，也可以标记出 4th.；

So What和弦：一种minor11的特殊 Voicing，也可以看作四度和弦的变种，

诞生于一首名为“So What”的 Jazz名曲之中。和弦向上堆叠的方式为 1 4
Z
7
Z
3 5，音程关系为“三个纯四度 +大三度”，且五个和弦内音放在一个八

度内刚好构成五声音阶的 V级模式，拥有相当高的演奏自由性；

代理和弦：通过不同和弦之间的相互联系进行和弦代理，在常规进行中形成新

的和声色彩。下面列举一些常用的代理和弦方式：

大三和弦往下堆叠一个小三度 =小七和弦，所以有和弦代理：大三和弦←
低小三度的小七和弦。e.g. F ← Dm；

无根音的属七降九和弦 =减七和弦（不同转位下的四种形式均可使用）。所

以有和弦代理：属七和弦←根音升高半音的减七和弦。e.g. G7 ← A
Z
dim7 /

Bdim7 / Ddim7 / Fdim7；

三全音代理：属七和弦利用 3音和
Z
7音组成的三全音（刚好为八度的一半

音程）做和弦代理，当根音升高或降低三全音，属和弦 3音和
Z
7音的音名

不变。e.g. G7 ← D
Z
7，A7 ← E

Z
7（降二代五）；

共同音原则：替换不同的和弦，但仍然保持有旋律的共同音。e.g. C ← Am /

A
Z

/ D
Z
maj9 / F

\
dim7，C大调结尾处将主和弦替换为带有主音的其他和弦。

3.3.2 和弦进行（Turnaround）

和弦进行，也被称为和弦连接，术语一般采用 Progression，现代音乐也常用

Turnaround来指代特定的和弦进行模式。前面已经多次指出，具有明确指向性的和

弦连接包括 V级属和弦向 I级主和弦的进行，以及挂四和弦向同根音大三和弦的进行；

当然也有例外，V级属和弦和 sus和弦在特定情况下也可以不解决，不过这里主要还

是探讨普遍情形。

在传统和声学中，最重要的三个功能属性为主（I, Tonic）、下属（S, Sub Dominant）

和属（D, Dominant）。从自然大调的级数上考虑，具有主功能的和弦为 I级大和弦，具

有下属功能的和弦为 IV级大和弦，而具有属功能的和弦为 V级属和弦。属和弦非常

不稳定，必须要解决到主和弦，而下属和弦也不太稳定，但并不是一定需要寻求解决，

所以可以放在属和弦之前。一首乐曲，通常都是从主和弦出发，在踏上一段不稳定之

旅后解决回到主和弦。这便是和声学中经典的 T-S-D-T理论。

按照上述分析，和弦进行可以演变成如下三种基础形态：

正格进行：T（稳定）→ D（极不稳）→ T（解决）；

变格进行：T（稳定）→ S（不稳）→ T（解决）；

完全进行：T（稳定）→ S（不稳）→ D（极不稳）→ T（解决）。

T-S-D-T理论企图囊括一个调式内所有和弦的进行方式，所以其他级数和弦也尽

可能要归纳到这三类功能属性当中。一般来说，II级小和弦趋向于下属功能，VII级减
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和弦趋向于属功能，而 III、VI级小和弦用法较多，一般可以放在和弦进行中，承接主

功能与下属功能。

对于小调调式，与大调调式一样，也可以建立类似的和弦进行理论。

附录G.3以表格的形式汇总了传统大小调中七个级数和弦的功能属性，可进一步

对级数和弦及其常用的 Turnaround进行查阅。

一个从和弦进行引申出的话题为终止式。当乐曲行进到结尾时，必然要解决到主

和弦，但也可能出现各种不同的情形：

稳定终止（全终止）：以主和弦结束的终止式；

正格终止：V级属和弦→ I级主和弦的终止式；

变格终止：IV级下属和弦→ I级主和弦的终止式；

不稳定终止：停留在不稳定和弦上的终止式；

半终止：停留在下属和弦或属和弦上的终止式；

e.g.正格半终止：I → V、IV → V；变格半终止：I → IV；

假终止（阻碍终止）：从 V级属和弦接到不是 I级主和弦的终止式；

e.g. V → VIm（前面提及的共同音原则）。这种终止可以视为“已经结

束”，只是不太具有结束的意味；

e.g. V → IV。这种终止是不合理、非期望的，具有阻碍终止的效果，不

能视为“已经结束”，和弦进行需要继续下去；

e.g. V → IV
\;。这种终止可以制造出一种藕断丝连的“悬停感”，既像

是结束了又像没结束。这里的 IV
\;也常被称作刹车和弦。

以上提及的和弦进行相关理论还是建立在固定调式下。当放到十二平均律中来看

时，和弦的连接将会变得极其复杂。这时可以采用最基础的 V → I的进行方式，环绕

十二个调，构建出五度圈的概念，如下图3.2所示：

C

D

E

F G

A

B

B♭/A♯
Am

E♭/D♯

A♭/G♯

D♭/C♯
F♯/G♭

Dm Em

Gm

Cm

Fm

Bm

F♯m

C♯m

G♯m
D♯mB♭m

图 3.2:和弦进行的五度圈关系

五度圈在音乐理论中用途广泛，可以顺时针找五度关系，逆时针找四度关系，对

面找三全音，内外圈找关系调。现代和声学中最常用的 II → V → I和弦进行，也可以

在五度圈中逆时针找到。
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�
笔记 II → V → I和弦进行：若想丰富 V → I的基础 Turnaround，传统和声学的做法自

然是在 V级属和弦前面加入 IV级下属和弦，或者用终止四六和弦（I级和弦第二转位，

可以写作 I/V或 V4
6，和弦代号为 K4

6）接到 V级属和弦，还可以引入增六和弦来制造向

V级属和弦的解决感（VI
Z
级的增六度很想解决到 V级的八度）；而现代和声学更倾向

于使用 II级接到 V级。在大调中，这种连接方式可以理解为用更具深沉色彩的下属性

质小和弦（IIm）替换了 IV级大和弦，也可以理解为采用了副属和弦（即次属和弦，意

指临时 I级的属和弦），在 V级和弦前面加入了临时以 V级为主音的大调属和弦（II7）
12。所以一个大调 II → V → I的 Turnaround中，II级可以使用属和弦也可以使用小和

弦，只是一般更倾向于使用调式内的 IIm。对于小调来说，同样可以构建 II → V → I的

Turnaround，只是需要注意，若使用调式内的 II级和弦，应该为 II;。
下面利用五度圈，进一步介绍一些现代和声学中常见的和弦进行变种形式：

I → V/VII → VIm → I/V → IV → I/III → IIm → V → I：利用大调音阶做出低音下行

的一种 Turnaround。原始的 Turnaround可以看作为一种经过扩充的完全进行；

IV → V → IIIm → VIm → IIm → V → I：在大调中，从下属和弦出发，一直按照 V

→ I的临时进行方式走到主和弦。所形成的 Turnaround中，第二个和弦为 VII;，
在大调中较少使用，所以替换为同样具备属功能的 V；

IIm → V → I → IV → VII;→ III → VIm：与上一种 Turnaround类似，这次是在小

调中（级数采用关系大调视角），从下属和弦出发，一直按照 V → I的临时进行

方式走到小调的主和弦。VII;→ III → VIm即为和声小调的 II → V → I；

离调和弦：所使用的和弦内音存在非调性内的音，有多种方法可以制造离调；

大小和弦转换：在一个调式中，每一级上均可以做大小和弦转换。一旦转

换便会产生调性外的音，可以增加不同的和声色彩；

e.g. F → G → A。可以看做 a小调的 S → D → T，但最后并没有回到 Am，

而是结束在同主音的大和弦 A上。这种手法在古典音乐时期也被称为

辟卡迪（Picardie）三度；

借用和弦：利用同主音的不同调式所构建出的顺接和弦进行互相借用；

e.g. C大调：C Dm Em F G Am Bdim，C小调：Cm Ddim E
Z

Fm Gm A
Z

B
Z
。两者相对应的七组顺接和弦在 Turnaround中可以互相借用；

临时 II → V → I：在 Turnaround中，把中间的和弦视作临时的主和弦，前

面加入一个 II → V → I结构，注意有大调和小调 II → V → I的区别；

e.g. C → B;→ E7 → Am → Gm → C7 → F → ···。C大调中，一个基础的

C → Am → F → ···进行，以 Am和 F和弦作为临时主和弦，前面分别加

入小调和大调的 II → V → I；

三全音代理：相比上一节的介绍，这里可以更进一步，只做根音的三全音

替代，和弦性质视 Turnaround情况而定（非常规三全音代理）；

e.g.和弦连接为 G7 → Cmaj7，此时可考虑 G7 ← D
Z
maj7的非常规代理；

12属和弦的属和弦也被称为重属和弦，是副属和弦的一种。另外副属和弦通常都是七和弦的配置。
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后门（Backdoor）和弦进行：即 VII
Z
7 → I（相对于正统的“前门”进行 V →

I）。应当理解为从同主音的平行小调借用了其 VII级属和弦（对于大调来说

是 VII
Z
7）。不能认为与Mixolydian调式相关，因为其 VII级和弦为大和弦；

e.g. Fm → B
Z
7 → C。C大调中，将后门进行的 VII

Z
7视作大调 II → V → I

的 V级和弦，前面加入临时的 II级和弦（IIm）；

e.g. C → E
Z
7 → F → B

Z
7 → C。C大调中，在 IV级和 I级和弦前面分别加

入一个临时的后门和弦。这里 E
Z
7不能理解为借用和弦，因为平行小调

的 III级（大调中为 III
Z
级）和弦为大和弦；

除此之外，在乐曲演绎中，一个与和弦进行密切相关的写作手段称为转调。相比

于临时游离于调性外的离调，转调走得更彻底，主要用于改变乐曲的情绪色彩。通常

来讲，转调可以单纯升降调，也可以调性变换（如大小调转换）；可以直接转，也可以

通过精心构建和弦进行的倾向性来转。下面列举一些常见的构造型转调方式：

升调（Key）：产生递进的情绪色彩。可以直接硬转，也可以通过旋律的共同音

转，还可以构造和弦进行走到升调后的 V级属和弦即可通过 V → I来转；

e.g.（C大调）C → Gm/B
Z→ F/A → A

Z→ C
\
（C

\
大调）。通过下行（也可以

上行）走到升小二度的 V级属和弦，即可从 C大调升到 C
\
大调；

e.g. （C大调）C → Fm/C → B
Z→ E

Z
（E

Z
大调）。通过 IV级大小和弦转换，

刚好转到升小三度的 II级小和弦，通过 II → V → I从 C大调升到 E
Z
大调；

同主音大小调转换：大小调色彩差异明显，通过转调让乐曲色彩由黯淡转入明

亮，或明亮转入黯淡；

e.g.（a小调）Am → F → Esus → E → A（A大调）。一般来说，同主音大小

调转换直接通过大小和弦转即可。这里是通过 C大调（a小调的关系大调）

的 III级挂留和弦（和弦内音均在调性内）解决到 III级大和弦，刚好走到 A

大调的 V级属和弦完成的转调（也可以看作是 C大调降调到 A大调）。

3.3.3 声部连接（Voice Leading）

在和弦进行时，声部连接（Voice Leading）也是非常重要的概念。这种手法可以

突出和弦内音的独立流动性，让每一个音得到足够的独立线条发展，而不是跟随和弦

“糊”在一起。不同于传统和声学中的四部和声写作13，Voice Leading更加自由，只需

满足一些基本旋律发展的规则即可，如下：

和弦连接时，如果存在共同音，则尽量保留；

针对上一条，如果不得不移动，则选择最小的音程距离。

例题 3.5通过大调和小调 II → V → I 的 Turnaround，构建和弦内音的 Voice Leading。
解这里选择偏 Jazz版本的 Turnaround，大调：IIm9 → V13(

Z
9) → Imaj13 → I6

9；小调：

II;9 → V7(
\
9
Z
13) → Immaj7 → Im4

6。以键盘和声为主构建双手 Voicing，左手采用Half

13将音乐分为高音、中音、次中音，以及低音四个独立声部，有着严格的写作规定，例如不允许平行五
度/八度（会丢失一个声部的听感）等。按照此种标准写法可以写出具有古典味道“既视感”的音乐。
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Shell Voicing（Shell Voicing意指一个和弦的最基本配置，例如属和弦的 Shell Voicing

即为 1 3
Z
7，而Half Shell则表示连 3音都省略），构建出一种 Voice Leading的形式，如

下图3.3所示（大小调均采用首调记谱法）：

图 3.3:大调与小调 II → V → I所构建的 Voice Leading

可以看到，这样构造的 Voice Leading，每一个音都有着自己独立的就近发展，而

且用到了一些 Jazz色彩明显的四度和弦（例如大调中的 Imaj13 → I6
9）。

3.4 和声分析

音乐的学习，最重要的是“实战”，而非纸上谈兵式的纯理论知识灌输。所幸音

乐全部的秘密，都藏在音乐本身之中。从实际的乐曲中进行学习、吸收与归纳，是深

入理解音乐世界的不二法门，也是对前述章节理论知识的补充与完善。

3.4.1 和声编配的重要性

音乐的元素有许多，但谈到创作与改编，最基础也是最重要的元素即为和声。和

声的编配是音乐中具有较高技术难度的一环，需要大量的积累与尝试。和声编得好甚

至可以弥补旋律不够出彩的缺憾，为乐曲带来更为丰富的情绪色彩。

下面，将广泛选取各种不同类型的音乐，横跨古典、流行、影视游戏配乐，以及

Jazz等，企图以较为全面的方式对和声进行分析与理解。此外，尽管不同调的色彩，因

为乐器和人声的音色，会在不同调上呈现不同的感觉，但和声分析更关心和弦进行的

方式，即和弦的相对关系，所以在任何调上结果均相同。基于此，除去调性不明确的

情形将使用原和弦标记之外，以下绝大多数乐曲均采用级数标记进行分析。�
笔记需指出，和声分析很难做到 100%正确之说，这里也只能竭尽所能，不做误导。
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3.4.2 古典音乐篇章

� 练习 3.3试对车尔尼（Czerny）练习曲（Études）OP. 849 No. 26 进行和声分析。
解 Czerny的 Études系列是学习古典钢琴绕不开的基础练习材料。但除了对手指机能

的常规训练外，这些 Études的和声写作方式也很值得学习，特别是其经常不露痕迹地

转调，凸显出 Czerny对和声运用的强大掌控力。其中，OP. 849 No. 26是一首并不枯燥

乏味，反而相当悦耳动听的 g小调 Études。整首 Études分为两个基本段落（A B段），

所有的和弦进行记录（级数采用纯首调视角，更方便分析和弦功能）如下表3.28所示：

表 3.28: Czerny - Études OP. 849 No. 26和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = g

A

Im → V7 Im → V7 Im/III → V/II Im → Im/III → V7

Im → VII7
III → II7

（转 I = d，V7）
Im/III →
IIdim/IV

Im/V → V7
→ Im

（转 I = g，Vm）

B

III/VII → VII7 III/VII → VII
III/V → VII →
III → VII7/IV

III/VII → VII

VII7 → III/VII VII → VIIdim
VII → III →

VII7/IV → VII/II
VII7/IV → III

V7/II Im V7/VII
\

Im

IV
\
dim7 IV

\
dim7 V → V7 Im/V → V

Im → V7 Im → V7 Im/III → V/II Im → Im/III → V7

Im/III → II;/IV I7/V → IVm VI7 → Im/V IV
\
dim7

Im/V Im（音阶）
V → Im/V →
V7 → V7/IV

Im

A 段开始便是和声小调的 I级 - V级来回切换，构造了一个简单的 T → D正格进

行，第 3小节利用转位和弦对和弦内音形成了解决倾向；第 5小节构造了一个 I级到

自然小调 VII级属和弦的 Turnaround，解决到临时的 III级大和弦后，再采用同样的

Turnaround向下大二度进行到 II级属和弦，刚好这个和弦是 d小调的 V级属和弦，于

是顺利完成了转调；随后采用类似的正格进行回到主和弦，其中 IIdim/IV有向 Im/V

解决的倾向，而 Im/V则是古典音乐中常用于全终止前接到 V级属和弦的终止四六和

弦（K4
6）；最后刚好回到 g小调的 V级和弦，于是再次转回了 g小调。

B段开始左右手同时出现长时间的保留音 F，所以这里和弦低音也做了 VII级的

保留。和弦进行上则一直强调 III级和 VII级的变换（可视作临时的 T - D）；随后旋

律出现上行，和弦搭配 V7 → I的进行。通过两小节的 IV
\
dim7过渡和弦回到 V级，之

后进入开头的重复段落；最后同样旋律出现上行，和弦基于旋律音进行配置。在通过

IV
\
dim7的过渡走到 I级后，利用 Part 1同样的终止式结束全曲。

� 练习 3.4试对巴赫（Bach）C 大调前奏曲（Prelude）BWV 846 No. 1 进行和声分析。
解作为巴洛克时期（16-18世纪左右）的代表性音乐家，巴赫的历史地位自不必说，
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特别是其赋格（复调音乐的一种，通过主题的对比和发展形成乐曲）之手法神乎其

技，将和声的对位运用到了极致。不过，这首来自巴赫十二平均钢琴曲集中的 C大调

Prelude，却是一首简单的单声织体调性作品。所以，尽管巴洛克时期可能还未形成系

统的和声学理论，更多是多声部的旋律构建思维，但仍可以借鉴常规的和声分析学习

其写作思路。这首 C大调 Prelude的所有和弦进行记录如下表3.29所示：

表 3.29: Bach - Prelude in C Major, BWV 846 No. 1和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4 小节 5 小节 6 小节 7

I = C

A

I IIm7/I V7/VII I VIm/I II7/I V/VII

Imaj7/VII VIm7 II7 V Vdim7 IIm/IV IVdim7

I/III IVmaj7/III IIm7 V7 I I7 IVmaj7

IV
\
dim7

IVm6/VI
Z

V7 I/V V7sus V7 IV
\
dim7/V

（
\
4音经过音）

I/V V7sus V7 I7 IV/I V7/I I

整首作品主要构建在传统的 T → S → D → T完全进行上，一开始便是一个 I → II

→ V → I的 Turnaround。但巴赫创作的巧思在于对低音线条进行了重新设计，与高音

声部的和弦织体一起，分别形成了旋律音的合理解决，经常可以听到小二度音程关系

的流动，并且这种做法贯穿始终。除此以外，其和弦连接也并不仅仅只拘泥于 C大调

的传统进行，中间采用许多减七和弦制造了临时的“游离感”。在第 19小节回到 I级

主和弦后，转而使用 I级属七和弦解决到 IV级大七和弦上，而接下来这段 IV → V的几

小节处理，可谓全曲最精彩的部分。特别是第 23小节，甚至很难用和声理论给出其确

切的和弦标记，更像是一种带有动机的旋律发展。后世有些出版乐谱认为第 23小节

前不应该直接从 IV
\
级走到 VI

Z
级，而应该再增添一小节 V级和弦作为过渡。但这种

判断是对巴赫作曲动机的误解。这段 IV → V的 Turnaround，必须通过构造解决的倾

向性来到达目的地，中间不能提前进入 V级。这样，当到达第 24小节的 V级属七和弦

时，才会有一种“完成感”。

若详细剖析第 23小节的和声色彩，会发现其建立在和声小调的音程关系上，“增

二度 +小二度”的组合特别具有类似 Phrygian Dominant调式的异域特征。这里和弦

可以标记为 IVm6/VI
Z
，
\
4音（和弦内音）作为经过音；也可以标记为 IVdim7/VI

Z
，5

音（和弦内音）作为经过音。但从功能上讲，还是 IVm6比较适合接到 V7，而且以现

代和声的观念，减七和弦上也不太会演奏容易与
Z
5音（和弦内音）打架的 5音。

� 练习 3.5试对贝多芬（Beethoven）c\ 小调钢琴奏鸣曲（Sonata）Op. 27 No. 2（也称
为月光奏鸣曲）的第一乐章进行和声分析。

解贝多芬是古典音乐时期的巨匠，其作品深沉、厚重，同时还能保证丰富的旋律性。

这首钢琴奏鸣曲的第一乐章，拥有宁静却又暗藏汹涌的强烈情感，如若亲身演奏，更

能近距离感受到该首作品的震撼之处。详细对乐曲进行分析，会发现其和声运用也是
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一气呵成，令人叹为观止。全曲的和弦进行记录如下表3.30所示：

表 3.30: Beethoven - Piano Sonata in C
\

minor, Op. 27 No. 2第一乐章和声分析

2/2拍
小节 1 小节 2 小节 3

I = c
\

A

Im Im7/VII VI → II
Z
/IV

V7 → Im/V →
Vsus → V7

Im V7/VII
\

Im → IVm
（转 I = E，IIm）

I/V → V7 I

Im（转 I = C，IIIm） V7/II
I → IIIm/VII →
（转 I = b，IVm/I）
VII
\
dim7 → V7/VII

\

Im → II;7/IV → II;7/VI Im/V → V Im → I（转 I = B）

IVm（5音环绕音） I IVm（5音环绕音）

I → Idim7/VI
\

V7/VII
\→ Im II

Z
/IV → Idim7/IV

\

（转 I = f
\
，IIdim7）

I/V → Vsus → V Im V7/VII
\

Im（转 I = c
\
，IVm）

V7/VII
\

Im → IIdim/IV → Idim/IV
\

→ IIdim7 → IVm/I

V → V7 V → V7 Im/V

Im/V IIdim7/V（V7(
Z
9)） Im/V

Idim7/V IIdim7/V（V7(
Z
9)） IIdim7/V（V7(

Z
9)）

IIdim7/V（V7(
Z
9)） V7(

Z
9) V7(

Z
9
\
11)

V7(
Z
9) → VI II;7/IV → V → V7 Im

V7/VII
\ Im → IVm

（转 I = E，IIm）
I/V → V7

I V7/VII
\ I（转 I = c

\
，III）

→ V7/II → Im

V7/VII
\→ Im II

Z
/IV → V7 Im → I（转 I = C

\
）

IVm（5音环绕音） I IVm（5音环绕音）

I → IVm（转 I = c
\
） VII7/II → III

VImaj7/I → IIdim
→ V7/VII

\→ Im

II;7/VI → Vsus → II;7/IV Im/V → V7 Im

V7/VII
\

Im IIdim7/V（V7(
Z
9)）

Im IIdim7/V（V7(
Z
9)） Im

Im Im Im

首先，乐曲本身是 2
2 拍（也可写作

R），和弦织体却以三连音的方式呈现，构造

出低音、三连音和弦，以及旋律线三个声部。第 3小节引入小调的Neapolitan六和弦

（N6），听感上出现离调色彩，随即解决到 V级属七和弦上；之后 Im/V为四六和弦，从

功能上讲为经过和弦，过渡到 V级挂留和弦上，第 5小节全终止。
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旋律线进入后，第 7小节通过 IV级的共同和弦，转入 c
\
小调的关系大调 E大调，

然后构造 II → K4
6 → V → I的进行，第 9小节完成全终止；随后立刻又通过同主音转换

到小和弦，进入 C大调。第 12小节，再次出现新的属功能和弦，将调性引向 b小调。

这里 IIIm/VII（b小调下为 IVm/I）也是一种经过四六和弦（低音为 B），连接前面的 C

和后面的 A
\
dim7。之后第 15小节再次通过同样的终止式完成全终止。

第 15小节往后，乐曲出现了四小节 I → IVm的 Turnaround。从调性上看，应当是

转调到了 B大调，但 IVm却并不是调性内的和弦。事实上，IVm具有向 I级或 V级和

弦解决的倾向性，所以也常用于大调调式中。除此以外，贝多芬还在 IVm上围绕其 5

音做了环绕音处理，产生了一种向增和弦（
\
5音）和减和弦（

Z
5音）短暂离调的感觉。

第 19小节后，再次转调进入 f
\
小调，采用类似的旋律动机向前推进。

第 25小节重新转回 c
\
小调，在通过两个减七和弦解决到 V级后，乐曲进入中段

的连续琶音。其中，第 29小节往后的几个 Im/V，根据其功能一般被称为辅助（持续）

四六和弦；IIdim7/V则可以看作变化属和弦 V7(
Z
9)，第 39小节甚至在旋律音上出现了

V级属和弦的
\
11音。之后，乐曲进入重复段落，逐渐步入尾声。

乐曲的尾段，和声在 T - D中数次切换，旋律则采用类似的分解和弦动机，慢慢回

归到 c
\
小调的主和弦，最后通过趋于平静的方式结束全曲。

3.4.3 流行音乐篇章

� 练习 3.6试对披头士乐队（The Beatles）的歌曲 Yesterday 进行和声分析。
解 The Beatles作为流行音乐史上的传奇乐队，经典作品无数。许多名曲传唱度高，好

听且耐听。就算单从和声上讲，也颇多可圈可点之处，堪称流行音乐的典范。这首

Yesterday可以说是 The Beatles最著名的一首作品，全曲主要分为两个基本段落：主歌

（Verse）和副歌（Chorus），所有的和弦进行记录如下表3.31所示：

表 3.31: The Beatles - Yesterday和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = F

Verse
I VIIm → III7 VIm → /V IV(maj7) → V7

I → /VII VIm(7) → II7 IV → I I

Chorus VIIm(11) → III VIm → V → IV(maj7) → /III IIm(6) → V7 I →（I7）

乐曲开始便进入 Verse部分。由于第 3小节想要接到 VIm，所以前面出现了小调 II

→ V → I的临时离调。但相比于自然小调的 II;，这里却使用了 IIm，即 Jazz旋律小调

的 II级和弦，以便让旋律构造更加柔和而不会出现强行离调的生硬感。之后和弦转换

出现连续的低音下行，进行到离调性质的 II7后，利用变格进行 S → T回到主和弦。

Chorus部分的和弦运用也是出人意表，直接从前面相同的小调 II → V → I开始，

这里 VIIm也可以演奏成小十一和弦，更有想要接到 III级的挂留感（IIIsus）。之后的
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一小节里密集变换了四个和弦，低音继续出现连续下行（6 5 4 3），旋律却反向出现了

连续上行（6 7 1 · · ·），设计上颇具巧思。最后，采用常规的大调 II → V → I回到主和

弦。值得一提的是，这里 II级和弦上演唱的旋律突出了小调的
^
6音，所以会具有一定

Dorian调式特征音的梦幻听感。

� 练习 3.7试对披头士乐队（The Beatles）的歌曲 Hey Jude 进行和声分析。
解 Hey Jude是 The Beatles的另一首世界名曲。整体旋律朗朗上口，易于传唱，但又

不会显得过于俗套，许多离调和弦用得恰到好处。全曲主要分为三个基本段落：主歌

（Verse）、副歌（Chorus），以及尾奏（Outro），所有的和弦进行记录如下表3.32所示：

表 3.32: The Beatles - Hey Jude和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4 小节 5 小节 6 小节 7 小节 8

I = F

Verse I V V7 I IV I V → V7 I

Chorus I7
IV →
IV/III

IIm →
IIm/I

V7/VII
→ V7

I （I7 → V7）

Outro I VII
Z

IV I

Verse部分是一个简单的正格 +变格进行。但一般到 V级和弦时，要么直接使用大

和弦，要么使用紧张感更为强烈的属七和弦，主要目的在于制造向主和弦的倾向性。

然而这里第 2小节到第 3小节，却将 V级和弦做了拆分，形成了一个 V → V7的延伸进

行，模糊了属和弦的强烈倾向性，让旋律发展产生出一种独特的听感。

到了 Chorus部分，直接从 I7的离调和弦开始，顺利接到 IV级，随后低音出现下

行，逐渐回到 I级。这里 I级属七和弦的运用非常巧妙，可以制造向 IV级和弦的倾向

性，也可以为旋律创作带来更多可能。例如第二段 Chorus第 6小节 I7 → V7的进行，

旋律便临时游离到了Mixolydian音阶上，然后再回来自然大调音阶；同时节奏也发生

了些许改变，之后还延续了几小节 V7，再接回到 Verse部分。

进入 Outro部分，这是全曲的华彩段落，情绪一下变得明亮且开阔。其中最灵魂

的和弦便是第 2小节调性外的 VII
Z
大和弦。从功能上讲，这里 VII

Z
可以视为副下属和

弦（临时 I级的下属和弦），完成两次变格终止后回到主和弦。一般遇到 VII
Z
也可以运

用调式互换的思维，将其视作平行自然小调或Mixolydian调式的 VII级和弦，拥有一

定向主和弦流动的倾向性。由于该段落后续演唱引入了 Blues元素，而 Blues音阶一般

在属七和弦上演奏，所以认为是Mixolydian调式更为合理（其 I级和弦为属七和弦）。

� 练习 3.8试对周杰伦的歌曲黑色幽默进行和声分析。

解在华语流行音乐领域，周杰伦是公认的一位具有变革性贡献的创作型音乐人。其作

品众多，风格多变，且基本保持有相当高的艺术水准。周杰伦的创作，可以明显感觉

到，一切的音乐技巧都在围绕“旋律”而展开，许多作品带有强烈的歌唱性，百听不

厌，且毫无炫技之感，是创作者音乐功底和艺术天分的完美体现。

这首黑色幽默收录于周杰伦 2000年发行的首张专辑中，已经可以听到许多具有

现代色彩的和声，中间部分的转调更是堪称一绝，旋律演唱上毫无违和。全曲包括前
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奏（Intro）、主歌（Verse）、预副歌（Pre-Chorus）、副歌（Chorus）、桥段（Bridge），

以及尾奏（Outro）六个部分，所有的和弦进行记录如下表3.33所示：

表 3.33:周杰伦 -黑色幽默和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = B
Z

Intro I → Imaj7 IVmaj7 → IVadd9 Iadd9 → Imaj7 IVmaj7 → IVadd9

Verse I(add9) VIm7 IVmaj9
Vsus → V
→（V/IV）

Pre-
Chorus

IIIm7 VIm7 IIm7
Vsus → V
→（V/IV）

Chorus

I
IVm6 → IVm7
（转 I = D

Z
，IIm）

IV/V → V/VII
Isus → I
→ V/VII

VIm7 IIm7 VII
Z
add9

IV/V → VIIm7 →
（转 I = B

Z
，IIm7）

→ Vsus

I(add9)
IVm6 → IVm7
（转 I = D

Z
，IIm）

IV/V → V/VII
Isus → I
→ V/VII

VIm7 IIIm7 IIm7 → IV/V I(add9) →（I7/III）

Bridge
I（转 I = B

Z
） VIm7 → Vm7

IVmaj7
Vsus → IV/VI → V/VII

→ Imaj7/VII →（I7） （Vsus → V/IV）

Outro
IV I/III → VIm7 IIm7 → IV/V

VI
Z
maj9 → V

Z
maj9(

\
11)

→ IIImaj7(
\
5)

→ III
Z
maj9

Iadd9(
\
11)

Intro部分一开始是一个简单的 I → IV进行，但加入了许多和弦延伸音来丰富和

声。例如第 1、3小节的后两拍，就在大七和弦上做延伸形成了自然大调的旋律织体

（所以只简单标记为 Imaj7）；而进行到 IV级和弦时，也能听到 7音和 9音的色彩。

Verse部分是常规的 I → VI → IV → V进行，为情绪积累做铺垫。在第二遍 Verse进

行到第 4小节时，从 Vsus接到 V后，还增加了一个很好听的经过和弦 V/IV。其本质是

V7，但低音在 IV级，所以很顺利可以接到 Pre-Chorus段落的起始 III级和弦。

Pre-Chorus部分也是另一种常规的 III → VI → II → V进行，作为过渡段逐渐进行

到 Chorus部分。另外，在重复第二遍 Pre-Chorus前也使用了 V/IV的经过和弦。

Chorus部分从 I级和弦开始，进行到一个在大调中常用的 IV级小和弦。该和弦也

可以视作上方小三度的 II级小和弦，于是顺利通过一个临时 II → V → I由 B
Z
大调升到

D
Z
大调。值得说明的是，这种转调手法其实并不奇特，难得的是能够与旋律融为一

体，以最小的“违和”听感代价实现了升调的效果。第 3小节，这里 V级和弦使用的

是 IV/V，其本质可以视作 V9sus；之后，出现一个新的过渡和弦 V/VII，可以向上接到

I级，也可以向下接到 VI级。第 7小节，VII
Z
级和弦再次出现，但这里并不能视为副下

属和弦或 Backdoor和弦。考虑其大和弦的性质，相对比较合理的解释是替代了下属
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性质的 IIm7（VII
Z
add9去掉根音即为上方大三度的 IIm7），于是可以接到 V级属和弦，

同时拥有更为明亮且色彩特殊的和声听感。第 8小节后半段，V级和弦并未直接接回 I

级，而是通过一个 VIIm7（下方小三度的 IIm7）再次临时 II → V → I回到原来的 B
Z
大

调。整个升调再降调的过程浑然天成，毫无斧凿痕迹。第 9小节往后，旋律重复进行，

后半段的和声做了一些变化，回到 I级主和弦时停留在D
Z
大调，结束 Chorus段落。

随后 Bridge部分直接从 D
Z
大调开始，走了一个低音下行的 Turnaround。此外，

Bridge的两段旋律所对应的第 4小节，其中和弦略有区别，主要看再往后接的和弦，一

段重复 Bridge，一段进 Pre-Chorus，所以构造了不同的和弦级进。

最后的 Outro部分，最出彩的便是第 4小节连续平行移动的四个大和弦，在保持

离调色彩的同时还在和弦内音中构造了一个自然小调的旋律下行（5 4
Z
3 2），但最终

却回到大调性质的 I级主和弦，有一种类似 Picardie三度的感觉。此外，这个 I级主和

弦还演奏了一个明显的
\
11音，所以会拥有一丝 Lydian调式的奇特色彩。

� 练习 3.9试对周杰伦的歌曲你好吗进行和声分析。

解你好吗这首作品常被称为华语流行音乐的“和声天花板”。这种美誉并不是在说其

和声写得多么复杂，而是在称赞这首歌曲能够在复杂的 Jazz和声框架下，营造出非常

优美且伤感的旋律线条，令人流连忘返。毕竟乐曲想写得复杂并非难事，但想同时保

留乐曲的音乐性却难于登天。这需要创作者非常强大的旋律天分，和对复杂和声的极

致感悟力。这首歌曲主要可以分为前奏（Intro）、主歌（Verse）、副歌 1（Chorus 1）、副

歌 2（Chorus 2），以及尾奏（Outro）五个部分，所有的和弦进行记录如下表3.34所示：

Intro部分从 I级和弦开始，但其实是把第 2小节的 III级当做临时主音，走了一个

小调的 IV → V → I，所以第 1小节的 VII级和弦才会是奇特的变化属和弦形式。然后第

3小节回到正常的 II → V → I进行，旋律则采用模进的方式升调重复了一遍。接下来，

同样是以 III级当作临时主音，但走了一个小调的 II → V → I，且在临时的 V级上采用

了三全音代理，同理第 6小节的 III
Z
7(
Z
13)亦是如此。第 5、6小节整体的和弦进行可

以视作 IV → V → III → VI的 Turnaround变种，最后半终止停在 V7(
Z
9)上。

Verse部分先是常规的和弦进行，但中间也加入了临时 II → V → I来增加离调色彩；

第 5小节往后，制造了一个低音的下行结构，并通过 K4
6 → V → I完成终止式。

到 Verse部分结束，全曲设计了三种方式走向不同的段落。接 Chorus 1采用的是

临时 II → V → I接到 IV级和弦。其中，VII
Z
/I可以视作 I9sus；接 Chorus 2则利用 VII级

属和弦构造临时 V → I，同时低音做了级进处理，升全音进入C大调的 IV级和弦；最后

一遍接 Outro，则用了一个色彩极其独特的过渡和弦 VII
Z
m/I（也可以视作 I7sus(

Z
9)），

接到了 II级和弦。常规来讲，这里其实更适合使用 II
Z
dim7，但相比于色彩已然足够暗

淡的减七和弦，使用 VII
Z
m/I在和弦进行里反倒更具有新鲜与刺激的听感。

两段 Chorus部分所使用的基本都是前面提及过的和弦进行，唯独需要说明的是

Chorus 2第 8小节的转调，使用的是 IIIsus → III的 Turnaround，刚好走到下方小三度

的 V级。这里 II/III同样可以写作 III9sus。

Outro部分也基本都是常规的和弦进行。第 5小节的 IVm6也是常用的离调和弦，
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表 3.34:周杰伦 -你好吗和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = A
Z

Intro
Imaj9 →

VII7(
\
9
Z
13)

IIIm9 IIm9 → V7(
Z
9) Imaj7

IV
\;→ IV9(

\
11) IIIm7 → III

Z
7(
Z
13) IIm9 Vsus → V7(

Z
9)

Verse

I → Vm7 → I7 IVmaj7 → IVm6 IIIm7 → VIm7
IIm7 → V7sus

→ V7

Isus2 → VII
Z

6
9 IV/VI → IVm/VI

Z
I/V → IV/V Iadd9 →（IV/V）

（接 Chorus 1）Vm7 → Vm7(add11) → VII
Z
/I → I7

（接 Chorus 2）VII7sus2（转 I = C，V7sus2）→ V → IV/V → Isus2/III

（接Outro）第 8小节改为：Iadd9 → VII
Z
m/I

Chorus 1

IVmaj7 → V/IV IIIm7 → VIm7 IIm7 → IV/V
Iadd9 → VII

Z
/I

→ Iadd9

IV
\;→ IV9(

\
11)

IIIm7 →
III
Z
9(add13)

IIm9 IV/V → V

Chorus 2

IVmaj7 → V/IV IIIm7 → VIm7 IIm7 → IV/V
Iadd9 → VII

Z
/I

→ Iadd9

IV
\;→

VII7(
\
9
Z
13)

IIIm7 →
III
Z
9(add13)

IIm9

（接 Verse）II/III

（转 I = A，IV/V）

→ V

Outro
IIm7 → IVm6 I/V → VIm7 IIm7 → V7sus Iadd9

IVm6/I Iadd9

注意这里如果按照和弦内音也可以写作 II;，但从功能上讲，还是 IVm6比较合适。

� 练习 3.10试对王力宏的歌曲 Forever Love 进行和声分析。
解王力宏是华语流行音乐领域不可多得的全能型创作歌手。许多作品大众耳熟能详，

具有高度“抓耳”的旋律性；也有一些明显带有 Jazz风格的复杂作品，虽偏冷门，却

也不失艺术性。这首 Forever Love可以说是王力宏最肆意挥洒才华的一首作品，旋律

优美却又不失灵动，桥段（Bridge）部分的和声天马行空，情绪色彩层层叠加，堪称

华语流行音乐的创作“教科书”。全曲可以分为主歌（Verse）、预副歌（Pre-Chorus）、

副歌（Chorus）、以及桥段（Bridge）四个部分，所有的和弦进行记录如下表3.35所示：

歌曲起始有一个简短的 Intro，但和声部分 I → III → IV → IVm的 Turnaround与

Verse部分相同，所以这里未单独列出。该 Turnaround中，III级和弦并未使用小和弦，

而是使用了 I级和弦的第一转位，色彩上与小和弦略有区别；在进行到 Verse段落的

IV级和弦时，还制造了一个小大七到小六的过渡。随后 Verse段落第 9小节往后的四

个和弦颇具特色，先是低音在 VII级进入属和弦，然后离调到 V级小和弦，以及 VI级

增和弦上。再往后是 II → V的进行，但 V级上先是使用了增和弦，然后停留在了小和

弦。虽然未使用属和弦的配置，但 Vm7却刚好可以接到 Pre-Chorus起始的 I级属和弦
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表 3.35:王力宏 - Forever Love和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = A

Verse

Imaj7 Iadd9/III IVmaj7
（IVmmaj7）
→ IVm6(9)

Imaj7 Iadd9/III IVmaj7
（IVmmaj7）
→ IVm6(9)

Vadd9/VII V Vm6/VII
Z

VIaug7

IIm7 IIm7 Vaug7 Vm7

Pre-
Chorus

I/VII
Z

IV/VI IVm/VI
Z

I/V

II/IV
\

II7 IV/V V7(
Z
9 13)

Chorus

IVmaj7 V/IV IIIm7（Iadd9/III） VIm7

IIm7 IV/V Imaj7
I7/III → VIaug7
→ IV

\
9(
\
11)

IVmaj7 V/IV IIIm7 → VI
Z
dim

VIm7 → IV
\;

（VII
Z
/I）

IVmaj7 IV/V IV(add9) I

Bridge

Amaj7 Dmaj7 Gmaj7 Cmaj7

Fmaj7 B
Z
maj7

E
Z
maj7

E
Z
maj7

（转 I = B
Z
，IVmaj7）

III7 → III7(
Z
9)/V

\
VIm7 IIaug7 Vmaj7

IV
\
7(
Z
9
Z
13) IV

\
7(
Z
9
Z
13)

III
Z
sus → VI

Z
sus

I7→ Vsus → I7

上（临时 II → V）。

Pre-Chorus部分从 I7（低音在 VII
Z
）开始，连续构造半音的低音下行，走到 II级

后，回到 V级半终止（V级上后半段还采用了变化属和弦制造特殊听感）。

Chorus部分原本是经典的 IV → V → IIIm → VIm → IIm → V → I，但通过一些堪称

范本的改编思路，让这段普通的 Turnaround大放异彩。首先，第 2小节原本的 V级

和弦，低音做了 IV级的保留；第 3小节的 III级和弦，原曲在不同的段落分别使用了

IIIm7和 Iadd9/III，以做出一定的色彩区分；第 7小节回到 I级和弦后，第 8小节内伴

随旋律构造了一段具有离调感但却毫无违和的和弦进行返回 IV级和弦；之后在第 11

和 12小节，分别引入了 VI
Z
dim和 IV

\;的过渡和弦，以增加和声的流畅性；最后采用
变格终止回到 I级和弦，结束 Chorus段落。

Bridge部分开始便是连续 8小节的四度上行，无法用调性内的级数标记，所以采

用了原始的固定调和弦。第 7小节开始，可以视作提前进入了 B
Z
大调。之后的和弦基

本在调性内，但也通过各种扩展音和过渡和弦丰富了和声色彩。到第 15小节，构造了

一个具有小调调式的低音进行（具体和弦极难分析，这里均用 sus标记）走到 I7，随

后再次重复从 IV级开始的 Chorus高潮段落。最后歌曲结束前还有一小段 Outro，但
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基本用的都是 Chorus部分的和声，所以这里也未单独列出。

� 练习 3.11试对方大同的歌曲爱爱爱进行和声分析。

解方大同的歌曲在华语流行音乐中独树一帜，具有非常强烈的律动特色。虽然节奏可

以带来规范的秩序和人脑对循环规律的愉悦认识，但一味的单调重复也会形成千篇一

律的乏味感。律动即通过各种方式解放并调动人的注意力，如节奏变化（长短结合、

三连音）、力度变化（重音移位）、演奏法变化（连奏、断奏）等，即规律了，又好似没

有，偶尔能虚晃一枪，带来些许新鲜感。在这方面，方大同是绝对的个中高手。但除

了律动性以外，方大同对于和声的选择也是极具考量，许多歌曲不按常理出牌，就算

使用固定的和声套路也总能整出点花活，许多巧思令人惊叹不已。这首爱爱爱便是其

非常著名的一首代表性作品，全曲可以分为主歌（Verse）、预副歌（Pre-Chorus）、副

歌（Chorus）、桥段 1（Bridge 1）、桥段 2（Bridge 2），以及尾奏（Outro）六个部分，所

有的和弦进行记录如下表3.36所示：

表 3.36:方大同 -爱爱爱和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = A

Verse Iadd9（Isus2） Vm7 → I7 IVmaj7 → IIIm7 IIm7 → IV/V

Pre-
Chorus

VI
Z
maj7

IVmaj7 IIIm7 IIIm7 → III
Z
m7

（转 I = C，IVmaj7）

IIm7 IIm7
VIIm7

（转 I = A，IIm7）
IV/V

Chorus

Iadd9 Vadd9/VII VIm11 Vm7 → I7

IVmaj7 IIIm7 IIm7 IV/V

Iadd9 Vadd9/VII VII
Z
sus2（VII

Z
7） VIaug7

VI
Z
maj7 IV/V Imaj9 Imaj9

Bridge 1
I IIIm9 IIm11 V13(

Z
9)

I - IVmaj7 V

Bridge 2

（Chorus回 I级）
Imaj9

Imaj9 → IIIm7 VIm7 Vm7 → I7

IVmaj7 IVmmaj7 IIIm7 VIm7

IIm7 IIm7 IV/V IV/V

Outro
（Chorus回 I级）

Imaj9
IVm/I Imaj9 II

Z
dim7

IIm7 → IIIm7 IVmaj7 → IV/V Imaj9 Imaj9

歌曲开始，Intro和 Verse部分完全相同。虽然使用了常规的和弦进行，但却在第

3-4小节通过断奏的方式短暂打散了整体的音乐结构，律动感十足。

随后 Pre-Chorus部分直接借用平行小调的和弦进行了丝滑的转调，但后续和声更

具有大调色彩，所以标注了 C大调。到 II级和弦后，并未直接通过 II → V → I结束，而

是再次借用平行小调的和弦，构造临时 II → V转回了 A大调。
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Chorus段落大体是低音下行的 Turnaround，但从第 11小节往后，一直处于离调

的边缘反复试探。第 11小节两遍 Chorus分别用了 VII
Z
sus2和 VII

Z
7，第 13小节用了

VI
Z
maj7，还是均可以视作借用了平行小调的和弦；而前后整体的和弦进行则精心构造

了半音的低音下行线条，在走到 V级属和弦后顺利回到 I级主和弦。

Bridge 1部分是一段弦乐四重奏，大体上遵循了堆叠和声的书写方式，但也有短

暂的多声织体对位呈现，如第 6小节，所以并未标记出确切的和弦。

Bridge 2部分则大量利用临时 II → V，让整段音乐充满特殊听感，但却依然流畅。

Outro部分，在游离到常见的 IV级小和弦并返回 I级后，构造了一个低音上行的

和声结构，中间还穿插了 II
Z
dim7作为过渡，最后缓慢结束全曲。

� 练习 3.12试对方大同的歌曲 Love Song 进行和声分析。
解 Love Song作为方大同的另一首代表性作品，完全不像歌词中唱到的那样，“是一首

简单的，不复杂也不难唱的那一种歌”，而更像是其自我调侃的一种“黑色幽默”。全

曲主要可以分为前奏（Intro）、主歌（Verse）、预副歌（Pre-Chorus）、副歌（Chorus），

以及桥段（Bridge）五个部分，所有的和弦进行记录如下表3.37所示：

表 3.37:方大同 - Love Song和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = C

Intro
IVmaj7 IIIm7 III VImaj7

IVmaj7 IIIm7 → VIm7 IImaj7 IV/V

Verse IVmaj7 IIIm7 IIm7 → IV/V Imaj7

Pre-Chorus VI
Z
maj7 III

Z
maj7 IIm9 IV/V

Chorus

Imaj7 III7(
Z
9) VIm7 Vm7 → I7

IVmaj7 VII
Z
maj7

III
Z
maj7

IV/V
（转 I = C

\
，IImaj7）

Imaj7 III7(
Z
9) VIm7 Vm7 → I7

IVmaj7 IVm7 IIIm7 VI7

IVmaj7 → IIIm7 III
Z
maj7 II

Z
maj7 Imaj7

Bridge

VII
Z
maj7 VII

Z
maj7 Imaj7 I7

VII
Z
maj7 VII

Z
maj7 Imaj7 Imaj7 → V/VII

VII
Z
9sus VII

Z
9sus III

Z
maj7 III

Z
maj7

IIm9 IIm9 IV/V IV/V

Intro部分是一段弦乐引入，从 IV级开始，第 3小节用了 III级大和弦，第 7小节

用了 II级大和弦，均具有一定离调色彩。

Verse部分一直在重复 IV → III → II → I的动机。到 Pre-Chorus部分开始进行离调，

其中 VI
Z
maj7和 III

Z
maj7均可以视作使用了平行小调相对应级数的和弦。

Chorus部分大体也是常规的和弦进行，但也使用了一些调性外的和弦，如第 2

小节的 III7(
Z
9)，第 16小节的 VI7，剩下的则还是使用了平行小调相对应级数的和弦。
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唯一比较特殊的是第 6小节的 VII
Z
maj7，并不能在平行小调中构建出，而是应当视为

Mixodylian调式中的和弦。此外，在最后一遍 Chorus进行到第 7小节时，升了半音进

入 C
\
大调，依靠的就是 III

Z
maj7可以视作升半音后的 II级和弦。

Bridge部分则是十分神奇的一个段落。首先是构造了 VII
Z
maj7和 Imaj7的循环和

声，旋律上则产生一种在Mixodylian和大调音阶内来回切换的感觉（第 4小节在 I7上

格外突出了
Z
7音）。第 9小节 VII

Z
级使用了属和弦配置，可以视作后面 III

Z
级的副属

和弦。随后半音下行到 II级小和弦，重回原来的调性，最后半终止结束。

3.4.4 影视游戏配乐篇章

� 练习 3.13试对电影哈利·波特（Harry Potter）中约翰·威廉姆斯（John Williams）的
配乐，海德威主题曲（Hedwig’s Theme）进行和声分析。
解Harry Potter系列电影，对 J.K.罗琳（J.K. Rowling）的原著小说做了相当精细化的还

原，复刻了一个栩栩如生、绚烂多姿的魔法世界。其中 John Williams为其所作的电影

配乐功不可没，用宏大的管弦乐叙事将奇幻的魔法氛围进行了完美的具象化表达。悠

扬而神秘的主题旋律早已深入人心，成为全世界万千影迷心中的特定文化符号。

由于Hedwig’s Theme原曲相当复杂，各种变奏、转调，以及织体配器的改变，若

想仔细剖析，最好还是对照原版总谱进行研习。所以这里仅挑选其中具有代表性的三

个基础主题（A BC 段）和一个桥段（Bridge），所有的和弦进行记录如下表3.38所示：

表 3.38: John Williams - Hedwig’s Theme和声分析

3/8拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = e

A

Im Im Im Im

Im
Immaj7(

Z
5) → Im(

Z
9)

Im Im
（Vm → V;）

Im Im IIIm/VII II
Z
m/VI

IVm/VI II7(
Z
9)/VI

\
Im Im

B

Im Im Im(
Z
6) VI;（II/I）

Im
VI7 → VImaj7

Im Im
（II7/I → VI7/I）

Im Im IIIm/VII II
Z
m/VI

Im(
Z
6)/V II7(

Z
9)/VI

\
Im（Idim） Im

C
（2/2拍）

Im → VII
\
m II

Z
m → Im → IVm → III

\
m

Im → VII
\
m→ Im VII

\
m → Im → IVm

Im → VII
\
m IIIm → II

Z
m Im → VII

\
m Im → V7

→ Im → Im → II
Z
m → Im （VIm → V7）

Bridge
(I = a)

Im Im Im Im

Im （转 I = c）Im → V7 Im → V7 Im
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乐曲开篇的A 段和B段均由音高打击乐器钢片琴（Celesta）主奏，音色空灵且

泛音丰富。整体的和声围绕自然小调的 I级和弦展开，但在中间引入了许多非协和音

和过渡音，制造了具有悬疑色彩的离调效果。由于这些离调的部分基本均以音程关系

呈现（如A 段第 6小节和B段第 6小节），所以很难确切分析出其和弦，这里也只是

给出了其中一种可能的解释。随着乐曲的进行，管弦乐器相继出现，A 段和B段的

主旋律会反复响起，但与开篇的钢片琴段落并不完全一致，例如A 段第 6小节和B

段第 6小节，后续的部分不仅和弦，连旋律音都略微不同。当然，管弦群奏的情况下，

和弦更易分析，上述表格内也均做了记录。

到了 C 段，节拍变为 2/2拍，出现了一段以旋律音来引导的和声段落，分别以柱

式和弦与分解和弦的织体方式呈现，和弦进行上大体相同。值得说明的是，原曲的 C

段柱式和弦部分为了突出旋律音，使用了许多转位和弦。为避免和弦记号过于臃肿，

所以这里仅标记出了基本的和弦进行。

Bridge段落基本也是建立在自然小调的 I级和弦上，只是到了第 6小节直接进行

了小三度的升调（可以理解为变到了关系大调的平行小调上）。在后续部分，Bridge段

落的旋律还通过共同和弦进行了纯五度的升调，这种手法在全曲中也多次出现。

� 练习 3.14试对游戏超时空之轮（Chrono Trigger）中光田康典的配乐，时之回廊（Cor-
ridor of Time）进行和声分析。
解作为长期霸占各大游戏排行榜单首位的角色扮演类游戏（RPG），Chrono Trigger是

游戏界经过时间检验、岁月洗礼的不朽名作。除开其本身的游戏素质和跌宕起伏的优

秀剧情之外，光田康典的游戏配乐（横空出世的处女作）也在其中扮演着举足轻重的

作用。这首 Corridor of Time，旋律优美，线条绵长，在配器上则奉行极简主义，寥寥

数笔也仿若勾勒出万千气象，与游戏画面完美契合，相得益彰，恰如其分体现出一种

时间缓慢流动的奇妙意象。全曲主要可以分为一个前奏（Intro）和两段主旋律（A B

段），所有的和弦进行记录（级数采用关系大调视角）如下表3.39所示：

表 3.39:光田康典 - Corridor of Time和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4 小节 5 小节 6 小节 7 小节 8

I = A

Intro （N.C.） IVmaj7 IVmaj7 VIm7 VIm7

A
IVmaj7(

\
4) IVmaj7 IIIm7 IIIm7 IVmaj7 IVmaj7 VIm7 VIm7

IVmaj7 IVmaj7 IIIm7 IIIm7 IVmaj7 V VIm7 VIm7

B
IVmaj7 IVmaj7 VIm7 VIm7 IVmaj7 IVmaj7 VIm7 VIm7

IVmaj7 IVmaj7 VIm7 VIm7 IVmaj7 IVmaj7 VIm7 VIm7

Intro部分刚开始是一段非功能性的分解琶音织体，且在音效上对左右声道做了

类似 3D环绕的处理，有一种时钟指针在旋转的画面感。和声进入后，逐渐确定 f
\
小

调的调性；若从关系大调视角来看，则是 A大调，和弦从 IVmaj7进行到 VIm7。

A 段主旋律进入，在 IV级和弦上突出了特殊的
\
4音，即 Lydian调式的特征音，
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体现出一种强烈的漂浮感。这也是为什么本首乐曲更适合采用关系大调视角来分析，

因为 Lydian调式刚好是自然大调的 IV级模式。随后，和声不断在 IV → III、IV → VI中

切换，最后通过 IV → V → VI完成终止式。

B段可以看作是一个过渡段，旋律线条被拉的很长，和声则依然延续A 段所使

用的常规和弦。虽然简单，听感上却拥有更多想象空间。和声不断循环往复，仿佛时

间从未停止。

� 练习 3.15试对游戏女神异闻录 5（Persona 5）中目黑将司的配乐，Life Will Change
进行和声分析。

解 Persona系列一直以先锋前卫的美术风格和音乐风格享誉游戏界，特别是其第 5代

作品，更是以“心灵怪盗团”为主题，构建出一个华丽与新潮的幻想世界，将玩家的

游戏体验推向了前所未有的高度，是该系列游戏中具有划时代意义的集大成者。可以

预见，哪怕是相当遥远的未来，这部游戏依旧可以作为一部标杆式的作品，屹立于游

戏的历史长河中，甚至其本身可以说已经超越游戏的范畴，是当之无愧的艺术珍品。

Persona 5中经典配乐数不胜数，目黑将司也无愧于“音乐鬼才”之名，各种风格

都信手拈来，拿捏地恰到好处。其中，Life Will Change作为游戏中怪盗团发布完预告

信再次进入殿堂时的背景音乐，具有旋律突出、情绪激昂等特点，是受到广泛赞誉的

一首著名游戏配乐作品。全曲主要分为四个基本段落：前奏（Intro）、主歌（Verse）、

预副歌（Pre-Chorus），以及副歌（Chorus），所有的和弦进行记录如下表3.40所示：

表 3.40:目黑将司 - Life Will Change和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = f

Intro Im Im → II
Z

Im Im → II
Z
（Im）

Verse
Im7 III IV IV/V → V7sus → V7

Im7 III IV II;→ V7

Pre-Chorus
Im Im III6 III6

IV7 IV7 II; V7

Chorus

Im Im III(6) III(6)

IV IV →（IV7） Im → II
Z

IIm（II;）→ V(7)

Im Im III(6) III(6)

IV IV(7) Im Im

Intro部分上来就用吉他和鼓组构建出具有强烈 Funk风格的律动感，随后贝斯加

入，和声主要在小调的 I级和弦上展开，但在偶数拍的最后一小节做了旋律动机整体

升高半音的处理（并不能视作Neapolitan和弦，因为不具备其功能特质）。

随后 Verse部分进入到一个 Im → III → IV → V7的基础 Turnaround。这里 IV级大

和弦的运用具有相当明显的 Dorian色彩，但在旋律上却并未突出 Dorian调式的特征

音，一定程度上模糊了乐曲的调性，整体呈现出一种奇异却顺畅的特殊听感。
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Pre-Chorus和 Chorus部分的和声进行与 Verse部分基本一致，只是将和弦改为了

每两小节变换一次。此外，在 Chorus第 7-8小节，为了到达 V级属和弦，临时做了一

个 I → II
Z→ II → V的级进处理。

全曲除了以上段落，在 Pre-Chorus和 Chorus之间，以及第一遍 Chorus之后，还

有两个单独的器乐段落。但前者只是在 Im和弦上做了低音的半音下行处理，后者的

和声也基本与 Chorus保持一致，所以这里并未单独列出。

� 练习 3.16试对游戏仙剑奇侠传三中骆集益的配乐，御剑江湖进行和声分析。

解对于走过了漫长岁月的仙剑系列游戏来说，也许并没有能在世界的历史舞台上留

下令人瞩目的成绩，但却从未影响其在广大华人玩家心目中的重要地位。毕竟，只有

长期接受中国传统文化熏陶的人，才能深刻理解仙剑系列所蕴藏的极致古典浪漫。其

中，仙剑三作为仙剑系列承前启后的一代经典作品，在一个更为广阔的“人神魔”世

界观架构下，通过跌宕起伏的剧情设定、古色古香的画面环境、典雅质朴的行文风格，

将仙与侠的精神内涵传达得淋漓尽致。进入游戏主界面，立刻响起的便是主题曲御剑

江湖。伴随大气磅礴、荡气回肠的编曲，整首配乐所营造的氛围让玩家仿佛身临其境。

从乐曲结构上分析，全曲主要可以分为两个段落（A B段），所有的和弦进行记录（级

数采用关系大调视角）如下表3.41所示：

表 3.41:骆集益 -御剑江湖和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4 小节 5 小节 6 小节 7 小节 8

I = E

A VIm V IV I VIm V IV V

B

I V VIm IIIm IV IIIm IV V

I V IV IIIm IIm VIm IV V

VIm VIm VIm VIm

A 段从 VI级小和弦引入，第 4小节回到自然大调的 I级主和弦，第 8小节以 V级

属和弦的半终止过渡到B段。随后乐曲进入到明亮的大调色彩中，但辗转过后最终还

是停留在 VI级小和弦上作为结尾。这种交替使用自然大调与其关系小调的作曲手法，

模糊了乐曲的大小调属性，加之几乎完全构建在三和弦配置基础上的和声，给编曲预

留了足够的发挥空间，通过中国民族乐器的完美演绎，可以呈现出缥缈婉转的丰富意

象，是仙剑系列音乐中常用的和声化手段。

� 练习 3.17试对电视剧仙剑奇侠传中麦振鸿的配乐，莫失莫忘进行和声分析。

解电视剧仙剑奇侠传改编自游戏仙剑一。尽管为了扩充剧情，对游戏原作魔改之处

较多，但剧集本身故事完整，人物个性饱满，情感充沛，对于广大仙剑迷来说仍不失

为一代经典。最重要的，电视剧中的配乐并没有采用太多游戏中的曲目，几乎完全原

创，且首首好听。许多音乐一响起，便能联想到剧中与配乐浑然一体的各种画面，以

及当时看剧时深藏内心的那份感动。这首莫失莫忘也是剧中演到动人之处时常响起的

配乐，全曲主要可以分为四个段落（A BC D段），所有的和弦进行记录（级数采用关
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系大调视角）如下表3.42所示：

表 3.42:麦振鸿 -莫失莫忘和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4 小节 5 小节 6 小节 7 小节 8

I = A
Z

A VIm V VIm Vadd9

B VIm Vadd9 VIm Vadd9 I IIm I V(6)

C VIm Vadd9(6) VIm Vadd9 I IIm I I →（/VII）

D
(I = E)

I V/VII IV I I IV V VIm

V IV V V

A BC 段的和声大体相同，都是从 VI级小和弦引入，V级属和弦半终止，或 I级

主和弦全终止。但相较上一首而言，这首配乐在 V级和弦上加入了一些延伸音，以分

解琶音的形式与旋律线条交相辉映，增加了乐曲的流畅度。

到了D 段，乐曲直接从 A
Z
大调转入了 E大调。这里转调的逻辑在于，A

Z
大调的

主音刚好是 E大调的三音，所以尽管和弦上并未有重合，但旋律音的过渡足够自然。

3.4.5 Jazz音乐篇章

� 练习 3.18试对 Frank Churchill/Larry Morey的 Jazz标准曲（Standard）Someday My
Prince will Come 进行和声分析。
解 Someday My Prince will Come的原曲是一首迪士尼（Disney）歌曲，因优美华丽的旋

律线条，以及不落俗套的和声色彩而被众多 Jazz乐手争相演奏，最终加入 Jazz Standard

之列。全曲主要可以分为两个基本段落（A B段），所有的和弦进行记录如下表3.43所

示（Jazz音乐重在肆意挥洒的即兴演奏，和声方面一般标记出基本属性，延伸音和扩

展音可根据实际情况随意改写）：

表 3.43: Frank Churchill/Larry Morey - Someday My Prince will Come和声分析

3/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4 小节 5 小节 6 小节 7 小节 8

I = B
Z

A
Imaj7 III7(

\
5) IVmaj7 VI7(

\
5) IIm7 VI7(

\
5) II7 V7

IIIm7 IIdim IIm7 V7 IIIm7 IIdim IIm7 V7

B
Imaj7 III7(

\
5) IVmaj7 VI7(

\
5) IIm7 VI7(

\
5) II7 V7

Vm7 I7 IV IV
\
dim I/V IIm7/V → V7 I I

本曲 A B两个段落虽然使用的基本还是常规的和弦进行如 I → III → IV → VI、II

→ V → I等，但在第 2、4、6小节的 III级和 VI级上使用了属七和弦的配置，而让和声

色彩甚至旋律发展都有了更多选择。这也是常见的一种 Jazz化和声手段，毕竟 Jazz音

乐习惯对和弦进行延伸，但自然大调的 III级和 VI级小和弦若延伸至九和弦以上，必

然会出现调性外的音，不如直接如 V级属和弦一样，可以使用变化属和弦。
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在演奏完一遍主旋律后，Jazz音乐一般会进入到即兴的 solo段落。这里结合章

节3.2.4和附录G.2，以本曲A 段前 8小节为例，对大调类型乐曲的 solo中如何选择音

阶做一点进阶分析。首先第 1小节 I级和弦上自然常规演奏 Ionian；第 2小节由于使用

的是 dominant7(
\
5)（也可写作 dominant7(

Z
13)），可供选择的音阶较多，如Mixolydian

Z
6、Super Locrian(Altered)、H/W-dim等，都不会太违和；第 3小节虽然使用的是maj7，

但这里是调性内的 IV级和弦，正确的选择应该是 Lydian（自然大调的 IV级模式）；第

4小节与第 2小节类似，不做重复；第 5小节为调性内的 II级和弦，常规演奏Dorian；

第 6小节与第 4小节相同；最后第 7-8小节的 II → V，均使用了 dominant7，可以演奏

Mixolydian，V级上也可以进一步改为变化属和弦，演奏 Super Locrian(Altered)。

注意，上述音阶的选取只是一些常规方式。事实上，全曲还可以自由选择 B
Z
大

调的Major Blues、在 II → V上选择对应的 Bebop（或在任意地方自由加入广义的环绕

音），以及使用五声音阶等等。这也是 Jazz音乐的即兴拥有无限可能的魅力所在。

� 练习 3.19试对 Luiz Bonfá 的 Jazz 标准曲（Standard）Black Orpheus 进行和声分析。
解 Black Orpheus作为 Jazz Standard中一首著名的 Bossa Nova曲目，节奏轻快，旋律

略带忧伤，是一首很好听的小调乐曲。全曲主要可以分为两个基本段落（A B段）和

一个尾奏（Outro），所有的和弦进行记录如下表3.44所示：

表 3.44: Luiz Bonfá - Black Orpheus和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = a

A

Im7 II;→ V7(
Z
9) Im7 II;→ V7(

Z
9)

Im7 IVm7 → VII7 IIImaj7 III
\
dim7

IVm7 VII7 III6 VImaj7

II; V7(
Z
9) Im7 II;→ V7(

Z
9)

B

Im7 II;→ V7(
Z
9) Im7 II;→ V7(

Z
9)

V; I7(
Z
9) IVm7 IVm7

IVm7 → /III II;→ V7(
Z
9) Im7 → /VII VImaj7

II; V7(
Z
9) Im7 II;→ V7(

Z
9)

Outro (Im7) → IVm7 → Im7 IVm7 → Im7 IVm7 → Vm7 Im7

A 段前 4小节先是演奏了小调的常规 II → V → I（V级使用了变化属和弦），随后

以关系大调的 I级为主音（小调为 III级），走了一个临时 II → V → I（再次看到 IVm7）。

在通过一个减七和弦进行过渡后，第 9到 15小节，构造了一个小调 IIm → V → I → IV

→ VII;→ III → VIm的 Turnaround（关系大调视角），之后利用 II → V顺利进入B段。

B段的结构从第 5小节开始发生些许变化。先是通过临时 II → V → I走到 IVm7，

随后构建低音下行进行到 II级。在通过 II → V → I走到 I级主和弦后，再次构建低音

下行来到 VImaj7，随后便可以四度上行回到 II → V → I连接后续的 solo段落。

Outro部分先是重复了两遍小调的常规 IV → I进行，然后四度上行，以自然小调

的 IV → V → I进行结束全曲。
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接下来以本曲为例简要分析一下小调乐曲的即兴 solo。相比大调来说，由于小调

有三种模式，所以在如何选择音阶上会更加困难。通常来讲，小调的和声进行是以自

然小调来思考的，但在 V级上为了制造更为明显的属主关系而倾向于使用属七和弦，

堆叠至九和弦则为 V7(
Z
9)，从而引出和声小调的音阶概念。不过由于和声小调的即兴

很容易带出偏离的“异域风情”，所以另一种在小调上选择音阶的惯用思考模式为使

用 Jazz旋律小调。以本曲中大量出现的 II → V → I为例，可以直接改写为 II;→ V7(alt)

→ I(6)，此时在 II级上可供选择的音阶有 Locrian
^
2(Half-diminished)或 Locrian，V级

上可供选择的音阶有 Super Locrian(Altered)或 H/W-dim，I级上可供选择的音阶即为

Jazz Minor。可以看到，如果选择 Locrian
^
2(Half-diminished)（旋律小调的 V级模式）、

Super Locrian(Altered)（旋律小调的 VII级模式）和 Jazz Minor（旋律小调的 I级模式）

的组合，则其实全部在 Jazz旋律小调的框架下（只是不能视为同一个调性），从而更

方便统一即兴 solo时的乐句思维。

� 练习 3.20试对 Erroll Garner 的 Jazz 标准曲（Standard）Misty 进行和声分析。
解在众多 Jazz Standard中，Misty是一首非常耐听，情绪色彩浓郁的著名作品，其渲

染的氛围犹如雾里看花一般，令人沉迷。全曲可以分为四个基本段落（A BC D 段），

所有的和弦进行记录如下表3.45所示：

表 3.45: Erroll Garner - Misty和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = E
Z

A
Imaj7 Vm7 → I7 IVmaj7 IVm7 → VII

Z
7

Imaj7 → VIm7 IIm7 → V7 IIIm7 → VI7 IIm7 → V7

B
Imaj7 Vm7 → I7 IVmaj7 IVm7 → VII

Z
7

Imaj7 → VIm7 IIm7 → V7 I6 → VII
Z
9 Imaj7

C
Vm7 I7(

Z
9) IVmaj7 IVmaj7

IV
\
m7 VII7 → II7 IIIm7 → VI7(

Z
9) IIm7 → V7

D
Imaj7 Vm7 → I7 IVmaj7 IVm7 → VII

Z
7

Imaj7 → VIm7 IIm7 → V7 I6 → VIm7 IIm7 → V7

A BD 段前 6小节完全相同，和声动机主要由 I → IV和 I → VIm → IIm → V两个

基本 Turnaround构成，但在其中还加入了许多临时进行的巧思。例如第 2小节使用

临时 II → V接到第 3小节的 IVmaj7，再在第 4小节借用平行小调的 IVm7四度上行到

VII
Z
级，随后利用 Backdoor和弦进行回到 I级主和弦。

A BD 段第 7-8小节略有不同。A段是使用了一个 IIIm → VI → IIm → V的四度上

行进行（也可看作临时 II → V嵌套）；B段是经过了一个 Backdoor和弦进行重新回到

I级；而D 段则是重复了一个 I → VIm → IIm → V的 Turnaround。

C 段是一个中间段落，类似 Bridge的功能。第 1小节上来便从离调的 Vm7开始，

构造了一个临时 II → V → I走到 IVmaj7，随后再是一段临时 II → V → I，不过这次是

走到 IIIm7，且 II级上并未用调性内的 II;，而是使用了类似重属和弦的 IIm7。此外，
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在回到临时的主和弦 IIIm7之前，还引入了一个 Backdoor和弦进行（第 6小节的 II7）。

最后的第 7-8小节则是前面提及的 IIIm → VI → IIm → V进行。

� 练习 3.21试对 Bill Withers 的歌曲 Just the Two of Us 进行和声分析。
解严格意义上来讲，Just the Two of Us并不能算作是一首 Jazz Standard，其诞生的年

代更偏后，具有明显 R&B和 Soul的曲风。但这首歌曲的和声写作手法带有浓厚的 Jazz

风格，所以也延伸出了各种 Jazz演奏版本。这里主要还是以原歌曲的结构作为参考进

行分析，全曲可以分为前奏（Intro）、主歌（Verse）、副歌（Chorus），以及桥段（Bridge）

四个基本部分，所有的和弦进行记录（级数采用关系大调视角）如下表3.46所示：

表 3.46: Bill Withers - Just the Two of Us和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = A
Z

Intro IVmaj7 → III7 VIm7 → Vm7 → I7 IVmaj7 → III7 VIm7

Verse
IVmaj7 → III7

→（/V
\
）

VIm7 → Vm7 → I7
IVmaj7 → III7

→（/V
\
）

VIm7

Chorus IVmaj7 → III7
VIm7 →（V

\
m7）

IVmaj7 → III7 VIm7→ Vm7 → I7

Bridge IVmaj7 → III7sus III
Z
maj7 → II7sus II

Z
maj7 → I7sus IVmaj7 → VII

Z
7

首先，这首歌曲具有明显的小调调性，但其和弦进行放在大调的级数关系中更易

看清逻辑。Intro、Verse，以及 Chorus部分基本均采用了相同的和声动机，即一个 IV

→ III → VIm的 Turnaround（纯首调则为 VI → V → Im）。这里 III级使用了调性外的

变化属和弦，可以进一步加入
Z
9、

Z
13等扩展音来增强乐曲的 Jazz色彩；第 2小节在

进入到第二遍 IV → III → VIm之前，引入了临时 II → V以增加离调感；此外，Verse和

Chorus段落还在不同的地方加入了 V
\
级的过渡和弦。所以整个和弦进行既顺畅又充

满各种惊喜与变数。

Bridge部分从 IVmaj7开始，交替使用maj7和 sus，构建了一个半音的低音下行，

在第 3小节进行到 I7sus后，连续四度上行停在一个 VII
Z
7上结束。

3.4.6 和泉宏隆独奏特辑

单独列一节和泉宏隆独奏特辑，颇有“暗藏私心、夹带私货”之嫌疑。作为 Jazz

Fusion领域数一数二的乐队组合，T-Square许多经典名曲均由当家键盘手和泉宏隆写

就，这些乐曲后续也基本均发行了纯钢琴版本。和泉宏隆的创作特点在于，音乐线条

大多简约而唯美，主旋律温润如玉，悠远绵长，中间段的自由 Jazz solo却在特定的和

声框架下显得游刃有余，肆意妄为，但仍不乏丰富的音乐性。相较于其他 Jazz音乐中

为了挥洒才情如狂风骤雨般喷薄而出的即兴 solo，和泉宏隆的乐句更富于歌唱性，并

不会显得过于晦涩，仿佛每一条都经过精心设计，裹挟着听众的思绪，提供充盈的沉

浸感，是真正平衡了乐曲复杂性与歌唱性的好作品。
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和泉宏隆于 2021年 4月 26日因新冠疫情的诱因引发心脏疾病而匆匆离世，享年

62岁，音乐作品也永远定格于此。不论生命如何灿烂，终将败给时间。但，只要对音

乐心怀热爱，这些留下的无数动人篇章仍将继续被一代代乐手们倾情演绎，是生命通

过艺术载体所达到的另一种永恒存在的明证。

下面将在和泉宏隆众多经典乐曲中选取四首代表性作品进行和声记录（主要参考

系列专辑 Izumi Hirotaka Complete Solo Piano Works的版本）。为节省篇幅，本节不再

对每首的和声手法做具体分析，而只留下全部的和弦进行，以便自行对照，对其创作

思路一窥究竟。

� 练习 3.22试对和泉宏隆的乐曲 Twilight in Upper West 进行和声分析。
解 Twilight in Upper West是一首抒情意味浓郁的乐曲，旋律优美，全曲弥漫着淡淡的

忧伤情绪，好似具有些许小调的色彩，但其实整体的和声完全在大调的基调上，呈现

出了极具反差的音乐效果。全曲主要分为四个基本段落：前奏（Intro）、主歌（Verse）、

预副歌（Pre-Chorus）、副歌（Chorus），其中 Verse部分包含 solo，Chorus尾段略微

不同，此外 Intro部分同时也承担了间奏（Bridge）和尾奏（Outro）的角色，所有的和

弦进行记录如下表3.47所示：

表 3.47:和泉宏隆 - Twilight in Upper West和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = B
Z

Intro I/III → IV
I/III → IIm
→ III7/V

\
VImadd9 →
VImadd9/V

II7(6)/IV
\→ IV/V

→ V（结尾接 I）

Verse
(+solo)

Iadd9 → I/III IVadd9 → V7 III/V
\→ VIm

V/VII → I
→（I7）

IV → V III/V
\→ VIm7 IIm(7) → I/III

IVmaj9 →
VIm/V → V

Iadd9 → I/III IVadd9 → V III/V
\→ VIm(11)

V/VII → I
→ I7

IV → III11
→ III7(

Z
9)

VIm7 → II7 IIm9 IIm/V → V

Pre-
Chorus

VI
Z
maj7 → VII

Z
Im → Im/VII

Z
VI
Z
maj7 → VII

Z
/VI

Z
IVadd9/V → V

VI
Z
maj7 → VII

Z
Im → Im/VII

Z
VI
Z
maj7 → II

Z
IIm7(11) → V

IV/V → V

Chorus

I → IIm → I/III
IV → IVmaj7/V

→ V
\
dim7

VImadd9 →
VI
Z
dim7 → I/V

II/IV → IV/V → V
→ IV/VI → V/VII

I → IIm → I/III
IV → IVmaj7/V

→ V
\
dim7

VImadd9 →
VI
Z
dim7 → I/V

II/IV → IVm

接 1 IIm7 → VIm7 IIm9 → IV/V

接 2 IIm7 → VIm7
IIm9 → IV/V

→ V/IV
IIm7 → V11
→ V7(

Z
9)

IIm9 → IV/V

� 练习 3.23试对和泉宏隆的乐曲 Omens of Love 进行和声分析。
解 Omens of Love的原曲非常欢乐，具有振奋人心的情绪色彩，同时经改编后的吹奏



第 3章 和声理论 – 171/250 –

乐版本也广为流传，深受演奏者们的喜爱。但和泉宏隆的独奏钢琴版本，重新舒缓了

节奏，将曲调整体进行了彻底的翻改，具有温暖治愈、却又蕴含些许伤感的情绪。全

曲主要分为七个基本段落：前奏（Intro）、主歌 1（Verse 1）、主歌 2（Verse 2）、预副

歌（Pre-Chorus）、副歌（Chorus）、尾奏 1（Outro 1），以及尾奏 2（Outro 2），其中

Verse 1部分包含 solo，所有的和弦进行记录如下表3.48所示：

表 3.48:和泉宏隆 - Omens of Love和声分析

6/8拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = B
Z

Intro

I V/I VIm7/I IVm6/I

I V/I IV/I
IVmmaj7/I
→ IVm6/I

Verse 1
(+solo)

I IIIm7 IVadd9 VIm/V → III7/V
\

VIm
(2 → 1 → 7 → Z

7)
II IIm7 （VI

Z
7）→ V7

I IIIm7 IVadd9
IVmaj7/V →
III7(

Z
9)/V

\

VIm
(2 → 1 → 7 → Z

7)
II7 IIm7 （V7sus）→ V

Verse 2
IVadd9 Vadd9/IV IIIm7 VI7(

\
11) → VI7

IIm7(11) IIm/V → II;/V Vadd9 Vmaj7

Pre-
Chorus

IIm7 Iadd9/III
III → IV

\
m7

VImadd9→ III/V
\

IIm7 I/III IV IV/V

V

Chorus

Iadd9 IIIm7 III; VI7(
Z
13) →

Vadd9/VII → VI/I
\

IIm7 IImmaj7/I
\
(I
\
aug) IV/I

V/VII → V
（VIIm7 → III7）

Outro 1

VImadd9 II;/VI
Z

I/V IV
\;

IIm7 → I/III → IV
IIm7 → I/III →

IV → IIm7/V

Outro 2 I V/I IV/I IVm/I（结尾接 I）

� 练习 3.24试对和泉宏隆的乐曲宝岛（Takarajima）进行和声分析。
解 Takarajima 可以说是和泉宏隆甚至 T-Square 乐队最为著名的作品。与 Omens of

Love类似，这首乐曲也被改编为吹奏乐的版本，是各大管乐团必备的经典演奏曲目。

Takarajima旋律线条独特，和声色彩丰富，solo部分在偏 Jazz风格的和声下具有高度

的自由性。经和泉宏隆重新演绎的钢琴独奏版，在色彩情绪上多了一份克制，更加平

静，而 solo部分则大大增加，与原曲旋律结合在一起，呈现出令人惊叹的流畅性与歌

唱性。全曲主要分为七个基本段落：前奏（Intro）、主歌（Verse）、副歌（Chorus），以
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及间奏（Bridge）solo、副歌（Chorus）solo和尾奏（Outro）solo，所有的和弦进行记

录如下表3.49所示：

表 3.49:和泉宏隆 - Takarajima和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = B
Z

Intro

IV6
9 → III7(

Z
9)

VIm(add9,11) →
VIm → Vm7
→ I7(

Z
9)

IVmaj7 → V9 Imaj7

IV6
9 → III7(

Z
9)

VIm(add9,11) →
VIm → Vm7
→ I7(

Z
9)

IVmaj7 → V7(
Z
9) I → IV/I → I

Verse

IV
\;→ IVm6 IIIm7 → VI7(

Z
9) IIm9 → IVm/V Imaj7

VII;→ III7
VIm(add9,11) → IV

\;→ II7 IIm7(11) → IIIm7

VIm → Imaj7/V （转 I = G，IV7） → IVm7 → IIm7/V

Chorus

Imaj7(9) → IIIm7
→（VII

Z
7）

VIm7 → Vm7
→ I9(13)
（I7(

Z
9)）

IVmaj9 → V/IV IIIm7 → VI7(
Z
9)

IIm7（IIm11）
→ III7(

Z
9)

VIm → II7(13)
→ II7(

Z
13)

IIm7
IIm9 → IIIm7 →

IVmaj7 → IIm7/V
Imaj9 → IIIm7
→（VII

Z
7）

VIm7 → Vm7
→ I9(13)

IVmaj7 → V/IV IIIm7 → VI7

IIm11 → III7(
Z
9) VIm → II9(13)

IIm11 →
IV/V → V

VI
Z
add9 → VII

Z

I（转 I = B
Z
，VI）

Bridge
solo

IV/V（IIm7/V）
→

IVm/V（II;/V）
I/V

IV/V（IIm7/V）
→

IVm/V（II;/V）
I/V

Intro
solo

IV6 → III7
VIm7 →

Vm7 → I7
IVmaj7 → V7(

Z
9) I(maj7)

Chorus
solo

I → IIIm(7)
VIm(7) →
Vm7 → I7

IV → V/IV IIIm7 → VI7(
Z
9)

IIm(7) → III7(
Z
9) VIm → II7 IIm(7) V7sus →（V(7)）

Outro
solo

IV/V → IVm/V Iadd9/V IIm/V → II;/V I/V

IIm7/V → II;/V Iadd9/V IIm/V → II;/V IV
\;→ IVm7

IIIm7(11) → III
Z
7 IIm II

Z
(
\
4) Imaj9

IIadd9/I

� 练习 3.25试对和泉宏隆的乐曲 Forgotten Saga 进行和声分析。
解 Forgotten Saga无论 T-Square的乐队演奏版，还是和泉宏隆的钢琴独奏版，均展现出

一种近乎极致的哀伤情绪。虽然全曲以大调写就，但旋律中那娓娓道来的倾诉感，将

一点点的悲伤色彩逐渐聚集给听众，如同一个巨大旋涡，令人沉沦。全曲主要主要分

为四个基本段落：前奏（Intro）、主歌（Verse）、预副歌（Pre-Chorus）、副歌（Chorus），

其中 Verse部分包含 solo，此外 Intro部分同时也承担了间奏（Bridge）和尾奏（Outro）
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的角色，所有的和弦进行记录如下表3.50所示：

表 3.50:和泉宏隆 - Forgotten Saga和声分析

4/4拍
小节 1 小节 2 小节 3 小节 4

I = G

Intro
IVm6/I → Iadd9 IVm6/I → Iadd9 IVm6/I → Iadd9 IVm6/I → I

IVm6/I → Iadd9 IVm6/I → Iadd9 IVm6/I → I Vsus（结尾接 I）

Verse
(+solo)

IVm6/I → Iadd9
IVm6/I → Isus
→ I → V/VII

VIm → IIIm/V IVadd9

IIIm → VIm IIIm → VIm IIm7 Vsus(add9) → V

IVm6/I → Iadd9
IVm6/I → Isus
→ I → V/VII

VIm → IIIm/V IVmaj9

I/V → III/V
\

（V
\
dim7）

VIsus(add9)
（VIm）

→ IVm/VI
Z

I/V → IV/V
→ IVm/V

IVm6/V → V

Pre-
Chorus

IV6/V → III/V
\

VImadd9 IV6/V → V
\
dim

VIm → V/VI

（V
\
dim7） → VIm

IV6/V → III/V
\ VIsus(add9)

→ I6/V
IV6 → I/III IIm7(11)

Vsus(add9) → V

Chorus

Iadd9 → IIIm7
VImadd9
→ Vm7 →

I7(13) → I7(
Z
13)

IVadd9 → IIIm7
IIm7 → IV/V
→ III/V

\

VIm → VII
Z
9

Iadd9 → IVmaj9
I/V → VIm(7)

II7(13) → II7(
Z
13)

→ IVm6 → IV/V → IVm/V

Imaj9 → IIIm7
VImadd9
→ Vm7 →

I7(13) → I7(
Z
13)

IVadd9 → III →
IIIsus/IV

\→ III/V
\

IImadd9 →
IVm6/VI

Z

I/V → IVadd9
Iadd9/III →

VII
Z
9(13) → VII

Z
7

I/V → IV/V IVm6/I → V

通过本节大量不同类型音乐的和声分析，进一步从实际乐曲中学习并总结了各类

典型的和声写作手法。事实上，不论古典还是现代，和声理论还是均建立在一定的逻

辑框架下，通过不断地变换基础形态，最终徐徐展开成复杂的和声画卷。基于此，为

了浓缩本章平铺直叙的复杂和声知识，附录G.4以思维导图的形式，通过逻辑链路将

知识要点进行串联呈现，基本完全梳理并汇总了本章所提及的所有和声进行手段，以

供进一步查阅。

结论本章在十二平均律的定律体系基础上，以一种独特的理工科思维串讲了传统音乐

领域中重要的和声理论知识，具体包括：

介绍了调式音阶、音程、和弦、节奏与织体等基础乐理；

细致梳理了音乐中各种不同的调式音阶，以及即兴演奏中的音阶横向思维；



第 3章 和声理论 – 174/250 –

通过对 Voicing、Turnaround和 Voice Leading的介绍，进一步总结了和弦相关的

进阶知识，并大量选取古典、流行、影视游戏配乐以及 Jazz音乐中的经典作品

进行了和声分析。

和声学是音乐创作的基石。在此之上，才催生出了音乐理论中各种后续知识如对

位法、复调、四部和声以及配器法等。然而现如今，为了做出一首能够永久保存的出

版级音乐作品，除了对和声需要有着深刻理解以外，还需要经过录音、编曲、混音、

母带处理等各项复杂工序，每一项细分工种都将耗费无数心力才能做到极致。在科技

革命的浪潮下，传统艺术领域的焕发新生正在逐渐酝酿当中。

也许当初的人们还在惊叹于曾经音乐巨匠们的丰功伟绩过于璀璨，为音乐故事即

将写完而感到惶恐不安，殊不知计算机的飞速发展能为音乐世界带来翻天覆地的技术

迭代，电子音乐也在逐渐为人类音乐史留下浓墨重彩的烙印。一场伟大的音乐文明变

革已悄然来临。
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内容提要

h 声音录制与回放

h 电声乐器的声学解释

h 卷积运算

h Laplace变换与 z变换

h 采样、量化、编码及传输

h 离散 Fourier变换

h 快速 Fourier变换

h 数字滤波器

h MIDI协议

h 乐器采样与软音源

人类文明历经数次工业革命，从蒸汽时代、电气时代，走到信息时代和现如今以

人工智能为引领的时代，音乐也伴随着科技进步不断变换着其基础形态。前面的章节

已经通过理论分析叙述了音乐的本质是声波。但若想要“保存”、“传递”甚至“处理”

声波这种动态物质，仍非易事。得益于半导体技术的飞速发展，目前臻于完善的做法

是通过集成电路与芯片技术，将声音作为载有信息的“信号”，借助电子元器件的载

体，实现声音的转换、记录与音频处理。这便是本章要讲述的核心知识点。

需要说明的是，尽管音频技术具有浓厚的跨学科属性，但本着梳理基础理论的原

则，本章并不具体叙述元器件的电路设计等偏实际应用方面的知识，而只关注为了完

成音频信号处理所需要的底层逻辑与数学原理。

4.1 声音录制与回放

人们为了能够长久地保存和重新播放所演奏的音乐，走过了漫长的探索道路。过

去百年间，许多声音录制与回放的精巧设备逐一问世，有些现在仍在使用，而有些随

着市场需求的改变已经逐渐淘汰，淹没于历史的长河之中。

早期的“留声”设备是通过纯机械传导的方式实现声音录制与回放的。自从电气

时代以来，所有此类设备都转向将声波化为具体的机械振动，通过电磁感应原理（详

见附录H.4）实现声-电切换（本质是能量形式的转换），将声音信息变为电信号进行传

递。此时通电导体产生磁场，由于磁力相互作用（详见附录H.2）可在易刻录但不易变

形的介质上形成声波纹路来保存音乐；当需要回放时，再以类似的电磁作用反向将刻

录的声波纹路变为电信号，通过转为机械振动将声音播放出去。

数字时代到来后，人们意识到，可以在信号传输过程中引入了关键的采样操作，

将从声波中捕获到的连续信号转为特定点取样的离散信号进行存储；当需要回放声音

时，再将离散信号复原为连续信号进行输出。尽管这种操作看似会丢失声音信息，但

通过理论证明，只要满足一定采样率的条件，即可完美重现原本的声音——这也是本

章后续要探讨的核心内容。
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以上两部分对于声音录制与回放的描述，一般被划分为模拟（analog）和数字

（digital）两类，分别代表连续型和离散型信号的处理模式。经过多年技术迭代，数字

类设备已展现出无与伦比的优越性，当然模拟类设备（特别在音频领域）也具有其独

到之处，并不是说已完全被取代。

不论如何，大体来说，声音录制与回放均具有相似的实现过程，可总结为如下的

链路图：

图 4.1:声音录制与回放的实现过程链路图

4.1.1 换能器

音频系统从自然声场中获取声音信息，再将声音还原至自然声场。整个链路中最

重要的无疑便是输入/输出换能器：

常见的输入换能器主要为话筒（其他特殊类输入换能器将会在后续介绍）。

话筒一般被分为动圈式和电容式。动圈式话筒通过振膜振动带动线圈在磁

场中切割磁感线来产生感应电流，进而转为电信号；而电容式话筒则需要

供电，当振膜振动时，电容器的电容值发生改变，其上累计的电荷变化使

得两端电压改变，同样转为电信号；

相比动圈式话筒，电容式话筒没有线圈的负担，会更加灵敏，适用于精细

化录音；反之，动圈式话筒对于环境因素的影响并不敏感，所以更适用于

户外扩声；

常见的输出换能器主要为扬声器，也可细分为音响、耳机等设备。

扬声器的换能方式大多采用电磁线圈方案。当电信号经过缠绕线圈产生磁

场，与原有的永磁体产生力相互作用，最终带动相连接的振膜振动，将声

音信号传递出去；

扬声器一般会细分至高、中、低频设备，并且可以在不同位置进行摆放，组

合起来形成完整的音响系统；

相比于音响，耳机则不需要考虑声场在自由空间的传播对人耳听觉的影响，

所以设计上更为简洁，且更方便携带，但也导致较难实现立体声效。
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4.1.2 声音存储设备

在声音录制与回放过程中，需要存储介质。不同的声音储存介质，其物理原理各

不相同，可归纳如下：

模拟类：留声机、磁带、黑胶唱片等。

留声机早期使用锡箔作为声音储存介质，后来换为蜡筒。留声机是利用唱

针振动在介质上刻录声音。当需要回放时，唱针随着刻录波形的物理运动

可反向将声音传播出去。最早留声机是纯机械结构，后来才引入电信号；

磁带采用涂抹有颗粒状磁性材料的薄膜作为声音储存介质。磁带是通过磁

头的磁性变化（线圈中的电信号引导）将薄膜层磁化为磁信号来记录声音。

当需要回放时，磁头随着磁化薄膜层的移动而产生磁性变化，进而转为线

圈中的电信号进行输出。此过程中，磁头可视作一种特殊的输入换能器；

黑胶唱片使用虫胶或合成塑料作为声音储存介质。黑胶唱片机即为留声机

的“升级版”，声音录制与回放原理基本相同，其所使用的唱针（另一端连

接有放置在磁场中的金属导体）可通过电磁原理实现物理运动和电信号的

双向变换。声音回放过程中，唱针同样可视作一种特殊的输入换能器；

以上介绍的这些储存声音的材料虽然性能均较为稳固，但仍易受环境影响

导致所记录的声音受到不同程度的干扰；

数字类：光盘（CD，Compact Disc）、MP3音频、流媒体等。

由于数字类设备储存的是离散型信号，所以只需记录离散点的数据即可。

一般来说，离散信号均是以最简单的二进制数进行保存的；

光盘（CD）利用激光使盘面内层形成由无数个凹槽和凸起组成的旋转纹路，

实现二进制数据的刻录与读取，其所使用的激光头也可视作输入换能器的

一种；MP3音频则是通过一种统一的音频编码方式，将录制的离散数据保

存在硬盘存储设备中，再反向通过播放器解码实现声音播放；流媒体也类

似，但其存储主要在云端，借助电线或光纤实现有线通信，或借助电磁波

实现无线通信，最终抵达千家万户，在个人电子产品上进行播放。

4.1.3 电声乐器工作原理

电声乐器主要包括电吉他、电钢琴、电吹管、电子鼓等。与下一章要介绍的完全

由电路组成的电子乐器（通过拾取演奏参数）不同，这里电声乐器主要指通过传统乐

器的振动发声，利用拾音器完成声电转换，所以也是输入换能器的一种。

常规来说，传统乐器电声化只需添加一个话筒进行拾音即可。但大多数情形下，

乐器中内嵌话筒并不方便，且容易产生啸叫。所以从整体性上考虑，目前电声乐器主

要采用如下两大类集成方式：

电磁式：电吉他、电贝斯等。

电吉他和电贝司的拾音器由一组磁铁外包裹线圈组成。实际演奏时，铁磁
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性的琴弦振动让线圈附近的磁场发生改变，从而产生电磁感应现象，转化

为线圈中的感应电流。注意，电吉他琴弦本身无法通过切割磁感线产生感

应电流（不是闭合电路），其振动只是起到了“干扰”磁场的作用；

接触式：电吹管、电子鼓等。

电吹管历史悠久，经过多年演化已经可以实现相当丰富且复杂的演奏技法。

不过其主要的发声原理还是利用了气压传感器。这类传感器原理不尽相同，

但无论何种类型，均可以将气息振动转化为电阻、电容或电压三者其一的

变化，最终实现吹奏气息向电信号的转变；

电子鼓则是采用类似电箱吉他的压电传感器如压电陶瓷（压电材料受力后

表面产生电荷，即压电效应）来实现电声化。当敲击鼓面时，薄膜或镲片

的振动会带动压电传感器的振动，进而拾取声学振动转化为电信号。

除此之外，还有一些电声乐器无法完全划分在某一类型中。例如电钢琴的拾音器，

既有电磁式的，也有接触式的。电磁式的大多利用了类似电吉他的实现手段，即通过

按键敲击振动的金属部件，从而改变磁场来产生感应电流；而接触式的则也是采用了

压电传感器来拾取琴弦振动的声学信号，进而转化为电信号。

4.2 信号与系统

上一节提纲挈领地介绍了声音录制与回放的过程。从数学原理上讲，无论对信号

采用何种变换，其传输链路均可抽象为一种描述系统输入输出关系的理论模型，如下

图4.2所示：

系统响应输入信号 信号输出

ℎ 𝑡

𝑥 𝑡

𝑥 𝑛

ℎ 𝑛

𝑦 𝑡

𝑦 𝑛

图 4.2:信号链路的系统图

对于连续时间信号（时间 t 的函数）来说，输入 x(t )经由连续时间系统的响应函

数 h(t )，将会转变为输出 y(t )；对于离散时间信号（整数 n的函数）来说，输入 x(n)

经由离散时间系统的响应函数 h(n)，将会转变为输出 y(n)。具体数学描述如下：

y(t ) = T [x(t )] = x(t )∗h(t )

y(n) = T [x(n)] = x(n)∗h(n)
(4.1)

其中，函数 T 代表系统对信号的某种变换，符号 ∗为一种具体的数学运算，称作
卷积（将会在下一节详细介绍）。
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“信号”与“系统”，也构成了音频技术中最重要的两大核心内容。

下面首先对本章将会用到的连续和离散时间信号函数进行初步罗列（大多均已在

前述章节中提前介绍）：

矩形信号（rect函数），其中 τ为一固定参数：

rect(t ) =


1

τ
, |t | ≤ τ

2

0, |t | > τ

2

(4.2)

单位冲激信号（Dirac函数）：

δ(t ) =


∫∞

−∞
δ(t )dt = 1

δ(t ) = 0, t 6= 0

(4.3)

也可以通过矩形信号或积分形式（此时 τ为任意积分参数）定义为：

δ(t ) = lim
τ→0

rect(t ) =
∫∞

−∞
e±j2πτt dτ (4.4)

将 δ(t )以时间间隔 Ts进行周期叠加，可得到冲激串信号（其中 n为整数）：

p(t ) =
∞∑

n=−∞
δ (t −nTs) (4.5)

单位阶跃信号：

u(t ) =

1, t ≥ 0

0, t < 0
(4.6)

sinc信号：

sinc(t ) = sinπt

πt
(4.7)

单位脉冲（抽样）信号，又称克罗内克（Kronecker）函数：

δ(n) =

1 n = 0

0, n 6= 0
(4.8)

注意，单位脉冲信号 δ(n)与单位冲击信号 δ(t )形式类似，但意义完全不同。

将 δ(n)以时间间隔 Ts进行周期叠加，可得到脉冲串信号（其中 k为整数）：

p(n) =
∞∑

k=−∞
δ (n −kTs) (4.9)

�
笔记冲激串和脉冲串信号的自变量分别为 t 和 n，所以公式(4.5)和(4.9)才写为了求和

形式。注意两者与常规离散函数的形式区别（如例题2.5的离散 sinc公式(2.161)）。

例题 4.1试给出连续时间信号 x(t ) 到离散时间信号 x(n) 的数学模型。

解为了对连续时间信号 x(t )进行“抽样”，需要用到冲激串信号 p(t )（不能用 p(n)，因

为自变量不同）的“筛选抽取”性质，此时可以得到某种理想抽样信号 xs(t )，有

xs(t ) = x(t ) ·p(t ) = x(t ) ·
∞∑

n=−∞
δ (t −nTs) =

∞∑
n=−∞

x (nTs) ·δ (t −nTs) (4.10)

上式的形式与例题2.7的公式(2.178)类似，说明理想抽样信号 xs(t )也可以视作某
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种“密度函数”。对其每一项进行积分，即可得到离散信号 x(n)的对应项。

考虑到绝大多数模拟-数字转换器的实现思路均是将 x(t )在任意点 t = nTs处的值

积分为 x (nTs)，所采用的单位冲激信号更像是一种格外“瘦长”的 rect信号（对应公

式(4.4)的定义），且积分后已做了归一化处理，所以尽管数学意义上并不严格成立，但

依旧可以“近似”认为上式(4.10)得到的理想抽样信号 xs(t )即为离散时间信号 x(n)。

接下来，对本章将会用到的连续和离散时间系统的基本性质做如下约定：

性质连续和离散时间系统的基本性质（以下说明对连续和离散情形均适用）：

1. 线性：系统的输入输出之间满足叠加原理，即有（其中 α和 β为任意常数）

T
[
αx1(t )+βx2(t )

]=αT [x1(t )]+βT [x2(t )] =αy1(t )+βy2(t )

T
[
αx1(n)+βx2(n)

]=αT [x1(n)]+βT [x2(n)] =αy1(n)+βy2(n)
(4.11)

2. 时/移不变性：系统的输入输出与时间（或信号平移）无关，即有

T [x(t − t0)] = y(t − t0), T [x(n −k)] = y(n −k) (4.12)

一般连续时间系统中称作时不变性，而离散时间系统中称作移不变性。

3. 因果性：系统的输出只取决于当前和过去时刻，而与未来时刻无关，即对于连

续时间系统，当 t < 0时有 h(t ) = 0，而对于离散时间系统，当 n < 0有 h(n) = 0。

4. 稳定性：系统的输入输出均有界，即信号绝对值 ≤有限值。稳定系统也被称为
BIBO（Bounded Input-Bounded Output）系统。

若满足第1.条和第2.条，可称作线性时不变（Linear Time Invariant，简称 LTI）或

线性移不变（Linear Shift Invariant，简称 LSI）系统。前者对应连续时间系统，后者对

应离散时间系统。事实上，LTI或 LSI系统，一般也是因果和稳定系统。

此外，系统可以串联（又称级联）或并联，以形成更加复杂的信号链路。

4.2.1 线性卷积

下面给出信号在系统中最基本的运算，即卷积的定义。

定义 4.1 (卷积)

♣

连续形式（其中 T 为某时间段区间）：(
f ∗ g

)
(T ) =

∫∞

−∞
x(t )h(T − t )dt =

∫∞

−∞
f (T − t )g (t )dt (4.13)

离散形式（其中 N 为某离散点区间）：(
f ∗ g

)
(N ) =

∞∑
n=−∞

f (n)g (N −n) =
∞∑

n=−∞
f (N −n)g (n) (4.14)

即对于函数 f 和 g 在时间段 T 或离散点 N 区间内的卷积运算，需要将任一函数

进行左右翻转，再向右平移 T 或 N 个单位，最后与另个函数对应相乘得到。

通过变量替换，易证公式(4.13)和(4.14)中函数 f 和 g 的对称性。

从定义4.1中了解到，卷积运算将两个函数结合，产生一个新的函数（自变量也发

生了改变），其操作主要分为两步，首先是“翻转加平移”，即“卷积”中的“卷”，之
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后是函数的对应点相乘再相加，即“卷积”中的“积”。

以上只是从数学定义与计算方式上对卷积运算进行了解释，但其实际意义仍然略

显抽象。下面结合离散时间系统输入输出的案例，对卷积运算进行进一步理解。

𝑛

𝑥(𝑛)

1510

1

5 20

2
3
4
5
6

𝑛

ℎ(𝑛)

15105 20

2

4

6

8

(a) 输入信号 x(n)与系统响应 h(n)

𝑥(𝑛)

1
2
3
4
5
6

ℎ(𝑛)

2

4

6

8

𝑛
15105 20

𝑛
15105 20

𝑁 = 10

(b) N = 10时刻 x(n)与 h(n)的对应作用关系

𝑛

𝑛

15105 20

105−10 −5

𝑥(𝑛)

1
2
3
4
5
6

ℎ − 𝑛 − 𝑁

2

4

6

8
𝑥 ∗ ℎ 𝑁

𝑁 = 10

(c) 卷积的翻转、平移与对应相乘累加

图 4.3:卷积运算在信号处理中的应用

假设一个随机离散时间信号 x(n)，经过一个会对信号产生逐渐衰减影响的系统响

应 h(n)，如上图4.3(a)中所示，考虑其输出 y(n)的具体形式。由于信号逐个输入，最

开始进入系统的信号，在经过一段时间后会急剧衰减，所以 x(n)和 h(n)的作用关系

会出现“错位”，如上图4.3(b)中所示。N = 10时刻，x(0)的输出将变为 x(0)h(10)，x(1)

的输出将变为 x(1)h(9)，以此类推。最后这些对应点相乘再累加，即为 N = 10时刻的

输出信号总值，也就是两个函数 x和 h的卷积（自变量为 N）。

显然，上图4.3(b)中的对应关系较为复杂，这里只需先将系统响应函数 h(n)进行

翻转（对 x(n)操作亦可），变为 h(−n)，再向右平移 N 个单位，变为 h[−(n −N )]，即

可得到与卷积定义4.1中一一对应的图形化表述，如上图4.3(c)中所示。�
笔记需要留意的是，卷积运算产生的新函数，为 T 时刻或 N 时刻的信号输出累计值

（即自变量变为了累计时间段 T 或累计离散点 N）。但在实际使用中，为保持形式的统

一性，对于输出信号一般还是采用 y(t )或 y(n)的写法。

在信号处理中，卷积与 Fourier变换有着密切联系。分别考察时域中信号的卷积
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和乘积在频域中的变换形式，可以得到如下卷积定理：

定理 4.1 (时域/频域卷积定理)

♥

对于任意函数在时域 t 和频域 f 中的形式，如果

x(t )
FT←→ X ( f ), h(t )

FT←→ H( f ) (4.15)

则有

x(t )∗h(t )
FT←→ X ( f )H( f ), x(t )h(t )

FT←→ X ( f )∗H( f ) (4.16)

证明 借用一个积分参数 τ，结合定义2.2的 Fourier变换，有

F [x(t )∗h(t )] =
∫∞

−∞

[∫∞

−∞
x(τ)h(t −τ)dτ

]
e−j2π f t dt

=
∫∞

−∞
x(τ)

[∫∞

−∞
h(t −τ)e−j2π f t dt

]
dτ

=
∫∞

−∞
x(τ)

[∫∞

−∞
h(t −τ)e−j2π f (t−τ)d(t −τ)

]
e−j2π f τdτ

=
∫∞

−∞
x(τ)H( f )e−j2π f τdτ= X ( f )H( f )

(4.17)

对于 x(t )h(t )
FT←→ X ( f )∗H( f )的证明类似（可先由右到左证明从卷积到乘积的逆

变换），具体计算过程从略。

上述定理表明：时域的卷积在频域中为乘积，而时域的乘积在频域中则为卷积。

例题 4.2试给出冲激串信号和矩形信号在时域的卷积，并分析其在频域中的形式。

解首先计算冲激串信号 p(t )和矩形信号 rect(t )在时域的卷积，结合Dirac函数的性质

公式(1.153)进行构造，有

p(t )∗ rect(t ) =
∞∑

n=−∞
δ(τ−nTs)∗ rect(t ) =

∫∞

−∞

[ ∞∑
n=−∞

δ(τ−nTs) · rect(t −τ)

]
dτ

=
∞∑

n=−∞

[∫∞

−∞
δ [(t −nTs)− (t −τ)] · rect(t −τ) d(t −τ)

]
=

∞∑
n=−∞

rect(t −nTs)

(4.18)

所以，冲激串信号和矩形信号的卷积为周期矩形信号。

继续考察上述信号在频域中的表示。其中矩形信号和周期矩形信号的 Fourier变

换已由前述章节中的例题2.6和2.7给出，分别为（其中 fs = 1/Ts）

F [rect(t )] = sinc(τ f ), F
[ ∞∑

n=−∞
rect(t −nTs)

]
= fs sinc(τ f ) ·

∞∑
n=−∞

δ( f −n fs) (4.19)

而 p(t )的 Fourier变换可根据引理2.2的周期函数的 Fourier变换求得。首先有

F (n) = 1

Ts

∫ Ts
2

− Ts
2

δ(t )e−j2πn f0t dt = 1

Ts
= fs (4.20)

则冲激串信号 p(t )的 Fourier变换为

P ( f ) =F [p(t )] =
∞∑

n=−∞
F (n)δ( f −n fs) =

∞∑
n=−∞

fs ·δ( f −n fs) (4.21)
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整理以上结果，则有
∞∑

n=−∞
δ (t −nTs)

FT←→
∞∑

n=−∞
fs ·δ( f −n fs)

rect(t )
FT←→ sinc(τ f )

∞∑
n=−∞

rect(t −nTs)
FT←→ fs sinc(τ f ) ·

∞∑
n=−∞

δ( f −n fs)

(4.22)

可以看到，左边列的时域函数，前两行的卷积为第三行；刚好对应右边列的频域

函数，前两行的乘积为第三行。

下图4.4给出了冲激串信号和矩形信号的时域卷积，以及三者信号分别在频域中的

变换（取 τ= 1,Ts = 5τ, fs = 0.2τ）：

𝑡

𝑝(𝑡)

5−10

1.0

0 10−5

2.0

(a) 时域：冲激串信号

𝑓

0.2

0.4

𝑃(𝑓)

0−2−4 2 4

(b) 频域：冲激串信号

𝑡

rect(𝑡)

5−10

0.6

0 10−5

1.0

0.2

(c) 时域：矩形信号

𝑓

sinc(𝑓)

0−2−4 2 4

0.6

1.0

0.2

−0.2

(d) 频域：sinc信号

𝑡

𝑝 𝑡 ∗ rect(𝑡)

5−10

0.6

0 10−5

1.0

0.2

(e) 时域卷积：周期矩形信号

𝑓

𝑃 𝑓 ⋅ sinc(𝑓)

0−2−4 2 4

0.6

1.0

0.2

−0.2

(f) 频域乘积：经冲激串抽样的 sinc信号

图 4.4:时域卷积和频域乘积的信号示例

此外，卷积不仅是信号处理中的核心算法，在其他领域中也应用广泛，下面列举

几个典型案例（仅做基本描述，不具体展开）：

两个独立随机变量 X +Y 的分布列（离散型）或累积分布函数（连续型），即表

示为卷积的形式。以掷骰子为例，

多项式：

矩阵展开：
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4.2.2 离散时间 Fourier变换（DTFT）

定理 4.2 (离散时间 Fourier级数)

♥

周期离散函数 x[n]可以进行如下形式的展开：

x[n] =
N−1∑
k=0

X [kΩ0]ejkΩ0n (4.23)

其中，

X [kΩ0] = 1

N

N−1∑
k=0

x[n]e−jkΩ0n (4.24)

式中，N为函数 x[n]的周期；Ω0为角频率，满足Ω0 = 2π
N；n的取值为n = 1,2,3, · · ·。

证明 对连续时间进行抽样，

t = nTs, T = N Ts, ω0t = 2π

T
nTs = 2π

N
n =Ω0n (4.25)

定理 4.3 (离散时间 Fourier积分)

♥

非周期离散函数 x[n]可以进行如下形式的展开：

x[n] = 1

2π

∫π

−π
X [Ω]ejΩndΩ (4.26)

其中，

X (Ω) =
∞∑

n=−∞
x[n]e−jΩn (4.27)

证明 当N →∞时，kΩ0趋向于连续频谱Ω，∆Ω= (k+1)Ω0−kΩ0 =Ω0趋向于微元 dΩ，

且有
∞∑

k=1
· · ·∆Ω N→∞−−−−→

∫∞

0
· · ·dΩ (4.28)

直接一步得到：

x[n] =
N−1∑
k=0

∆Ω

2π

[
1

N

N−1∑
k=0

x[n]e−jkΩ0n

]
ejkΩ0n N→∞−−−−→ 1

2π

∫π

−π

[ ∞∑
n=−∞

x[n]e−jΩn
]

︸ ︷︷ ︸
X (Ω)

ejΩndΩ
(4.29)

定义 4.2 (离散时间 Fourier变换)

♣

存在如下 Fourier变换表达式：
X (F ) =F [x[n]] =

∞∑
n=−∞

x[n]e−j2πF n

x[n] =F−1[X (F )] =
∫π

−π
X ( f )ej2πF ndF

(4.30)

其中，x[n]为函数在时间域上的表达式，X (F )则为在频域上的表达式；F [x[n]]

被称为 Fourier正变换，F−1[X (F )]则为 Fourier逆变换。
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引理 4.1 (周期函数的离散时间 Fourier变换)

♥

对于周期函数 x[n]，存在如下 Fourier变换表达式：

X (F ) =F [x[n]] =
∞∑

k=−∞
X [k]δ(F −kF0) (4.31)

其中，

X [k] = 1

N

N−1∑
k=0

x[n]e−jkΩ0n (4.32)

δ函数为前述章节定义1.6介绍的Dirac函数，F0为周期函数的频率，满足 F0 = 1
N，

k的取值为 n = 0,±1,±2, · · ·。

4.2.3 连续时间信号与 Laplace变换

4.2.4 离散时间信号与 z变换

————后续未写完 (>_>)，待更新！！————

4.3 数模转换

4.3.1 采样定理

4.3.2 信号量化

4.3.3 信号编码

4.3.4 信息传输

4.4 数字信号处理

4.4.1 离散 Fourier变换（DFT）

从定义2.2介绍的 Fourier变换表达式(2.165)可以看出，“时间域-频域”的转换主

要看信号本身的复杂程度。若信号较为复杂，则此时积分变换不易求解。

Fourier变换在音频技术领域用途广泛，因为大量的声音均需要做频谱分析，然而

对于音频处理来说，不可能每一次转换都通过上述理论公式进行求解，所以这便引出

了本节的离散 Fourier变换，缩写简称为DFT。
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定义 4.3 (离散 Fourier变换)

♣

存在如下 Fourier变换表达式：
Xk =F [xn] =

N−1∑
n=0

xne−jkΩ0n

xn =F−1[Xk ] = 1

N

N−1∑
n=0

Xk ejkΩ0n

(4.33)

其中，x[n]为函数在时间域上的表达式，X (F )则为在频域上的表达式；F [x[n]]

被称为 Fourier正变换，F−1[X (F )]则为 Fourier逆变换。

4.4.2 快速 Fourier变换（FFT）

4.4.3 数字滤波器

4.5 数字音频工作站（DAW）

4.5.1 MIDI协议

4.5.2 乐器采样与演奏技法（Articulation）

4.5.3 软音源（Sample Library）

4.5.4 编曲过程



第 5章 声音合成

电子音乐将过去的音乐彻底的颠覆，借助科学和计算机的力量，人类在一个虚拟

的“0和 1”的世界里，构建出了大自然完全不能产生的“非自然声音”。而这些声音

极大的促进了现代音乐的发展，带来了音乐上颠覆性的听觉感受，具有无穷无尽的可

挖掘空间。

5.1 电子音乐概述

5.2 减法合成原理

谈到电子音乐，其发展与计算机科学、信息论等学科密切相关。电子音乐的处理

手段，并不善于模仿真实乐器的声音；其真正重要的作用是——创造全新的，自然界

不存在的声音。

这里以目前主流的减法合成器为例，展示下音色设计的全过程，流程图如下

图5.1所示：

图 5.1:减法合成工作原理（图片来源：Logic Pro使用手册：减法合成器组件）
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Global ctrl

control
zz

control
##

Input // Oscilator ∼ // Filter // Amplifier // Output

Modulator

OOhh 77
(5.1)

一个减法合成器一般拥有三个基础模块，且逻辑链路为线性流程，具体如下：

1. 振荡器（Oscillator）：提供输入的波形，一个减法合成器可能有多个 Osc模块，

且提供的波形也各种各样，目的是提供谐波更为丰富的声音；

2. 滤波器（Filter）：对输入波形进行滤波，一般都是采用低通滤波（Low Pass），剔

除高频“刺耳”的声音；一般有两个优化参数分别是：截止频率（cut off）和共

振频率（resonance）；

3. 放大器（Amplifier）：通过 ADSR（起音 (attack)、衰减 (decay)、保持 (sustain)、释

音 (release)）的包络发生器来控制声音，对声音的听感改变起到决定性作用。

图 5.2: ADSR原理（图片来源：Logic Pro使用手册：减法合成器组件）

除此之外，一个减法合成器一般还会有两个特殊模块：

全局控制（Global control）：影响合成器声音的整体特性，如一般键盘界面左边

都会带一个弯音轮和一个调制轮；

调制器（Modulators）：制作生动、有机音色的关键要素，一般通过低频振荡器

（low frequency oscillator, LFO）来实现；LFO可以作用于任何参数上，为音色改

变添砖加瓦，带来动态变化，例如可以作用在音高（pitch）、音量（level）、截

止频率（cut off）等等..
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5.3 FM合成原理

5.4 音色设计

5.4.1 合成器的设计逻辑

5.4.2 声音调制



第 6章 音乐的未完待续

6.1 音频效果器

6.2 物理建模合成

6.3 人工智能音乐

6.4 尾声：后记
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附录 A 相关数学基础

A.1 一元函数的 Taylor展开

在微积分中，Taylor展开是应用较为广泛的一种数学手段。但实际使用时，常容

易陷入概念模糊、公式复杂难记等问题中，所以这里还是对其作一简要介绍。另外，

Taylor展开确实可以很复杂，但涉及到音乐相关领域，一般只会用到一元函数的 Taylor

展开。

定理 A.1 (泰勒（Taylor）展开式)

♥

若函数 f (x)连续且具有 n阶导数，则有

f (x) = f (x0)+ f ′ (x0)

1!
(x −x0)+ f ′′ (x0)

2!
(x −x0)2 + . . .+ f (n) (x0)

n!
(x −x0)n (A.1)

证明 首先对于任意连续函数，可以考虑 n次多项式拟合（这也是 Taylor展开动机的

精髓），如下：

f (x) = a0 +a1x +a2x2 + . . .+an xn (A.2)

对上式进行连续求导得：

f ′(x) = a1 +2 ·a2x + . . .+n ·an xn−1

f ′′(x) = 1 ·2 ·a2 + . . .+ (n −1)(n) ·an xn−2

· · · · · ·
f (n)(x) = 1 ·2 ·3 · . . . (n −2) · (n −1) · (n)an

(A.3)

令 x = 0，可得下面被称为 n次多项式的麦克劳林（Maclaurin）公式：

f (x) = f (0)+ f ′(0)

1!
x + f ′′(0)

2!
x2 + . . .+ f (n)(0)

n!
xn (A.4)

显然，多项式拟合也可以以 (x −x0)的幂次展开，即写为

f (x) = A0 + A1 (x −x0)+ A2 (x −x0)2 + . . .+ An (x −x0)n (A.5)

再按上述方法进行求解，便可得到 Taylor展开的表达式。

取 Taylor展开的一阶展开式，会发现其与下述一元微分的概念很相似：

∆y = f (x +∆x)− f (x) = f ′(x) ·∆x +o(∆x) (A.6)

其中，o(∆x)为 ∆x的高阶小量。所以，对于 Taylor展开而言，当 x与 x0较为接近

时，可用下述近似来替代：

f (x) ≈ f (x0)+ f ′(x0) · (x −x0) (A.7)
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A.2 梯度、散度与旋度

为方便理解，本节先给出常用的 Cartesian坐标系下梯度、散度与旋度的定义。之

后附录D.3会将其推广至更具一般性的有限维曲线坐标系（非单位正交基）。

A.2.1 方向导数

梯度、散度与旋度来源于场论，要理解以上概念，首先需给出方向导数的定义（以

下推导均在 Cartesian坐标系下展开）：

定义 A.1 (方向导数)

♣

若函数 f = f (x, y, z)在点M0(x0, y0, z0)处可微，cosα,cosβ,cosγ为任意单位方向

e相对于 Cartesian坐标系的方向余弦，即 e = (cosα,cosβ,cosγ)，则函数 f 在点

M0处沿 e方向的方向导数存在，且有
∂ f

∂e

∣∣∣∣
M0

= ∂ f

∂x
cosα+ ∂ f

∂y
cosβ+ ∂ f

∂z
cosγ (A.8)

注意，e应为向量，但在方向导数的定义中使用的是标量，所以这里公式中仅用

非黑体的 e表示其模，即 ‖e‖。
证明 由假设 f (x, y, z)在点M0(x0, y0, z0)可微分，故根据全微分的定义有

f (M0 +∆M)− f (M0) =∂ f

∂x
(M0)∆x + ∂ f

∂y
(M0)∆y + ∂ f

∂z
(M0)∆z

+o

(√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

) (A.9)

其中 o
(√

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2
)
的意义为

√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2的高阶小量。

由于 √
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 = ‖e‖

∆x = ‖e‖ ·cosα, ∆y = ‖e‖ ·cosβ, ∆z = ‖e‖ ·cosγ
(A.10)

代入上式，两边除以 ‖e‖，再令 ‖e‖→ 0取极限即可证明公式 (A.8)。

A.2.2 梯度

根据方向导数的定义，可以演化出梯度的概念。引入哈密顿（Hamilton）算子 ∇
（念作Nabla，所以也称为Nabla算子），其在 Cartesian坐标系下具有如下形式：

∇= ∂

∂x
i + ∂

∂y
j + ∂

∂z
k (A.11)

即运算符 ∇兼具向量和微分运算两者的功能。
考虑到

∇ f (M0) = ∂ f

∂x
(M0)i + ∂ f

∂y
(M0) j + ∂ f

∂z
(M0)k (A.12)
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则方向导数可以表示为两个向量的内积：
∂ f

∂e

∣∣∣∣
M0

=∇ f (M0) ·e (A.13)

其中，∇ f (M0)称为 f 在点M0处的梯度，也可记为 grad f (M0)。可以看到，梯度

为向量。即，梯度的作用是把标量场变为向量，描述方向。

根据方向导数的内积形式(A.13)可知，只有当单位方向 e指向梯度向量 ∇ f (M0)的

方向时，方向导数
∂ f
∂e

∣∣∣
M0
取最大值

∥∥∇ f (M0)
∥∥。即梯度具有如下性质：

性质梯度的方向是使得方向导数取得最大值的方向（指向导数增加最大的方向），梯

度的模就是方向导数的最大值；同时梯度方向也正好沿着 f 的等值面（使得函数值相

同的坐标点的集合）在这点的法线方向，即梯度向量与等值面垂直。

A.2.3 散度

散度在形式上与梯度类似，但含义区别较大。一个向量场 A(M)在点 M0处的散

度，计作 divA(M0)，主要用来描述 R3空间区域 Ω（体积为 V，边界的光滑闭曲面用

∂Ω表示）中穿过闭合面积 S的通量对体积的变化率，其数学表达式如下：

divA = lim
∆Ω→M0

 1

∆V

Ó
∂Ω

A ·dS

 (A.14)

其中，向量 S的方向指代闭曲面 ∂Ω的外法向。

根据微积分中Gauss公式的向量形式，可将上述面积分转换为体积分：Ó
∂Ω

A ·dS =
Ñ
Ω

(∇· A)dV (A.15)

代入原式可知：

divA =∇· A (A.16)

即，向量场的散度为 Hamilton算子与该向量场的点积。散度运算与梯度运算相

反，其作用是把向量变为标量。

在 Cartesian坐标系下，将向量场 A展开成分量形式：

A = P (x, y, z)i +Q(x, y, z) j +R(x, y, z)k (A.17)

则在任一点M(x, y, z)处向量场 A的散度为

divA = ∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z
(A.18)

�
笔记通量和散度，分别从宏观整体和微观局部的角度描述了向量场的性质。

A.2.4 旋度

旋度的推导也可采用类似散度的方式，但需要做更进一步说明。

首先定义下环量面密度：一个向量场 A(M)在任一曲面 Σ上的点 M0处沿其法向
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量 S方向（单位向量记作 n）的环量流密度，计作 µn，主要用来描述 R3空间中曲面

区域 Σ沿其边界光滑闭曲线 ∂Σ（切向量为 l，满足右手螺旋定则）的环量对面积的变

化率，其数学表达式如下：

µn = lim
∆Σ→M0

(
1

∆S

∮
∂Σ

A ·dl
)

(A.19)

根据微积分中 Stokes公式的向量形式，可将上述线积分转换为面积分：∮
∂Σ

A ·dl =
Ï
Σ

(∇× A) ·dS =
Ï
Σ

[(∇× A) ·n]dS (A.20)

代入原式可知：

µn = (∇× A) ·n (A.21)

与方向导数类似，也可将环量面密度视作方向旋量。此时可以引申出向量场 A(M)

在点M0处旋度的概念，记为 rotA(M0)，或 curlA(M0)，其数学表达式为

rotA(M0) =∇× A (A.22)

在 Cartesian坐标系下，与散度类似，旋度可进一步按照向量场的分量进行展开：

rotA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ (A.23)

可以看到，旋度为向量。即，旋度的作用是把向量场变为另一个向量，描述旋量。

同梯度类似，根据方向旋量的内积形式可以轻易得出如下性质：

性质旋度的方向是使得方向旋量取得最大值的方向（指向旋量增加最大的方向），旋

度的模就是方向旋量的最大值。�
笔记环量和旋度，也分别从宏观整体和微观局部的角度描述了向量场的性质。



附录 B 相关力学基础

B.1 Newton第二定律

首先引入质点的概念：质点就是有质量但不存在体积或形状（或其大小形状不起

显著作用）的点，是物理学的一个理想化模型。然后可以给出如下动力学基本定律中

的Newton第二定律：

定理 B.1 (牛顿（Newton）第二定律)

♥

质点的动量（质量m与速度 v 的乘积）对时间 t 的改变率等于作用于质点上的

力 F，即
d(mv )

dt
= F (B.1)

当质点质量为常量时（宏观物体远低于光速运动时），第二定律可表示为

F = ma (B.2)

即质点加速度 a 的大小与其所受作用力的大小成正比，与其质量成反比，方向

与力的方向相同。

Newton第二定律阐述的是自然界的一种本征物理性质，即“如果一个物体在作

加速运动，那一定有力作用在这个物体上”，是一种“发现式”的理论。若不从理论上

解释，可能一般只会认为力是人类对于肌肉推拉的一种“感觉”。正是因为有了理论

上的支撑，才可以说成“力是加速度作用在物体上的某种表现形式”。

B.2 d’Alembert原理

定理 B.2 (达朗贝尔（d’Alembert）原理)

♥

考虑一个质量为m的非自由质点以加速度 a运动的情形。作用于该质点上的合

力为 F N，并引入惯性力 F I = −ma，则可以把质点的动力学方程转化为如下静

力学平衡方程的形式：

F N +F I = 0 (B.3)

可以看到，质点的 d’Alembert原理与 Newton第二定律并无区别。这样做的原因

主要在于，当受力分析较为复杂时，通过引入惯性力 F I，使得受力分析和建立平衡方

程时更为清晰直观。

另外，惯性力并没有作用在质点上，对质点来说只能当作一个虚加的力。



附录 C 相关热力学基础

热力学是一门很复杂的学科，因为会涉及到大量单个粒子（原子和分子）的统计

规律性。本附录部分仅讨论与基础声学相关的必要概念，不会涉及太多热力学的核心

知识，如热力学三大定律等。

另外，声音在空气中的传播可视作是在理想气体中进行的。这是一种假想气体

（气体粒子间距足够大，其相互作用可忽略不计），但在工程上许多气体性质都接近于

理想气体，所以可以作此简化。

C.1 气体分子动理论

大量气体粒子无规律的撞击运动产生动能，从统计学的角度可以用一种宏观的方

式来描述：气体粒子运动越剧烈，说明其平均动能越大，反映在表观现象上即温度越

高。所以温度可以用气体粒子的平均动能来定义。

对微观粒子的撞击运动做进一步详细分析，可以建立气体分子动理论的基础关系

式，具体如下：

假定气体粒子（质量为m）的速度为 v，在垂直撞击面（假定面积为 A）上的速

度分量设为 vx。这样粒子在一次撞击中的动量改变量为 2mvx；接下来要考虑在单位

时间内，有多少粒子进行了撞击。假设在体积 V 中有 N 个粒子，则单位体积内的粒

子数为 n = N /V。由于在单位时间内能够进行撞击的粒子必须在体积 A · vxdt 内才行，

所以，理论上单位时间内一共有 nvx Adt 个粒子进行了撞击。根据 Newton第二定律，

力即为单位时间内的动量变化量，可求得力的大小为

F = nvx Adt ·2mvx

dt
= 2n A ·mv2

x (C.1)

则压强 p为

p = F

A
= 2nmv2

x (C.2)

从统计学上考虑，并非所有粒子速度都相同，所以需要取平均（用
〈

v2
x

〉
表示）；且

只有一半粒子是朝撞击的正方向，所以只取一半数量；再考虑到在 Cartesian坐标系

下，
〈

v2
x

〉
可从概率上转化为总速率

〈
v2

〉
，则有

p = nm
〈

v2
x

〉= nm · 1

3

〈
v2

x + v2
y + v2

z

〉
= 2

3
n

〈
1

2
mv2

〉
(C.3)

上式中
〈1

2 mv2
〉
可视为气体粒子的平均动能。将 n = N /V 代入上式，可进一步得

到

pV = 2

3
N

〈
1

2
mv2

〉
(C.4)
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结论从上式可以看到，在相同温度（气体粒子平均动能）、相同压力下，相同体积的

气体含有相同数量的气体粒子。这是一个很有意思的结论。

C.2 理想气体状态方程

根据分子气体动理论，可给出如下理想气体状态方程：

定理 C.1 (理想气体状态方程)

♥

理想气体的三个基本状态参数（压强 p、体积 V 和温度 T）存在如下关系：

pV = N RT (C.5)

其中，N 常采用物质的量，单位是mol（由于气体粒子数量较大，所以换了个量

纲）；R为摩尔气体常数，国标中取值为 8.314 J/(K ·mol)。

上式也可用 N mol物质的质量m来替换a：

pV = mRg T (C.6)

此时，Rg 常被称为气体常数，与摩尔气体常数 R的关系为 R = m
N Rg，其中

m
N 为

摩尔质量，即单位摩尔数的气体质量，不同元素的气体摩尔质量数值不同。

a注意与气体分子动理论里的单个粒子质量区分开，这里为避免符号过多，所以采用了相同符号。

考虑单位质量的物质，其体积用 v表示1，则有 v = V
m。公式 (C.6)可变换为

pv = Rg T (C.7)

对上式两端进行微分则有

d(pv) = Rg ·dT ⇒ dp · v +dv ·p = pv

T
·dT ⇒ dp

p
+ dv

v
= dT

T
(C.8)

上式最后得到的具有一定数学结构美的微分形式在热力学公式推导中具有非常

重要的作用（虽然本书好像不会用到）。

C.3 理想气体的比热容

对两种不同的物质进行加热，其温度变化不尽相同，这是一种很常规的认识。对

物质“进行加热”传递的是热量，用严谨的方式描述即为：热力系统与外界之间依靠

温差传递的能量（所以单位也为焦耳），用Q表示（单位质量的热量用 q），符号约定

为“吸热为正，放热为负”。

物理学中用热容的概念来定义“加热物质使其温度升高的难易程度”，单位质量

的热容称为比热容，其基本公式如下：

c = Q

m∆T
(C.9)

1注意与速度区分开，这里符号确实使用的一样，只不过速度一般会采用矢量写法。
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可以看到，比热容越大，物质越难加热。

由于热量与功量都是过程量（需经过一段时间达到）而不是状态量，所以在微元

过程中传递的热量需要用 δQ和 δq来表示，以示区别；另外，气体物质在加热时还会

产生压强和体积的变化，所以需要进一步定义定压比热容（压强一定）cp 和定容比热

容（体积一定）cv：

cp = δq

dT

∣∣∣∣
p

cv = δq

dT

∣∣∣∣
v

(C.10)

在定压情况下对气体物质进行加热，此时体积增大还需要对外做功，所以 cp > cv；

对于固体和液体来说，可视作不分定压和定容的情形，所以 cp = cv。

尽管比热容可以看到是温度的函数，但一般情况下无论物质是固体液体还是气体，

均可将比热容视作是物质的一种固定特性，即为常数。



附录 D 曲线坐标系

D.1 基础理论

由于曲线坐标系中的局部坐标基不一定是单位正交基，且可能会随坐标发生改变，

所以在表示空间中任意向量的坐标分量时会遇到麻烦。例如以 R3空间中的向量 p 为

例，在 Cartesian坐标系下展开，则有

p = px i +py j +pz k (D.1)

当要计算向量 p在 x轴上的分量时，仅需通过计算式 px = p · i 即可。

但是，很明显在曲线坐标系中无法这样操作。为此，引入对偶的两种局部基向量

（可以在Rn空间中），称为协变基向量 g i 与逆变基向量 g j，满足

g i ·g j = δ
j
i , i , j = 1,2, . . . ,n (D.2)

其中，δ
j
i 称为克罗内克（Kronecker）符号，满足

δ
j
i =

{
1, i = j

0, i 6= j
(D.3)

此时，可以将空间中任意向量表示为协变基的形式或逆变基的形式。例如 Eu-

clidean R3空间中的向量 p可以表示为

p = p i g i , p = p j g j (D.4)

则两种表示方式的坐标分量（p i 被称为逆变分量，p j 被称为协变分量）可以通过

如下计算式给出：

p i = p ·g i , p j = p ·g j (D.5)

当然，协变基向量与逆变基向量也可以互相分解，如下

g i = gi j g j , g i = g i j g j (D.6)

其中，

gi j = g i ·g j , g i j = g i ·g j (D.7)

所以，通过 gi j 和 g i j 可以完成指标的升降。

考虑到

g i ·g j = δ
j
i = gi k g k ·g j = gi k g k j (D.8)

转成矩阵形式可以写为 [
gi j

][
g i j

]
= I (D.9)

其中，I表示单位矩阵（用正体表示，区分于单位张量 I）。上式表明，gi j 和 g i j
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所形成的矩阵互逆，所以两者之间可以通过简单的计算相互转换。

在实际应用中，协变基向量 g i 一般通过求解矢径 r 对坐标（依照约定俗成的方式

写成上标 xi，与逆变分量无关）的微分来导出：

dr = ∂r

∂xi
dxi = g i dxi (D.10)

即定义协变基向量 g i 为矢径对坐标的偏导数。

在得到协变基向量后，可以计算出度量分量 gi j，通过取逆运算得到度量分量 g i j，

最后导出逆变基向量的表达式。

另外，由于在曲线坐标系中，线元的长度度量可以通过如下方式给出：

ds2 = dr ·dr = g i ·g j dxi dx j = gi j dxi dx j = g i j dxi dx j (D.11)

所以，gi j 和 g i j 两者具有度量线元的性质，分别被称为度量张量的协变分量和逆

变分量（线元 dr 是向量，所以关于坐标的微分 dxi 才可进行指标升降）。

例题D.1 柱坐标系可以表示为如下向 Cartesian 坐标系的映射关系（微分同胚）：

X (x) :R3 3 x =


r

θ

z

 7→ X (x) =


r cosθ

r sinθ

z

 ∈R3 (D.12)

试求柱坐标系下 g i 与 gi j 的表达式（用 Cartesian 坐标表示）。
解考察上述映射关系的雅可比（Jacobi）矩阵，有

J = ∂(x, y, z)

∂(r,θ, z)
=

[
∂X i

∂x j

]
=


cosθ −r sinθ 0

sinθ r cosθ 0

0 0 1

 (D.13)

根据协变基向量 g i 的定义

g i =
∂X

∂xi
(D.14)

再结合 X 的表达式，可知：

[
g r g θ g z

]=


cosθ −r sinθ 0

sinθ r cosθ 0

0 0 1

 (D.15)

进一步，根据 gi j 的定义，可将其写成矩阵形式，如下：

[
gi j

]=


g r ·g r g r ·g θ g r ·g z

g θ ·g r g θ ·g θ g θ ·g z

g z ·g r g z ·g θ g z ·g z

=


1 0 0

0 r 2 0

0 0 1

 (D.16)

例题D.2 球坐标系可以表示为如下向 Cartesian 坐标系的映射关系（微分同胚）：

X (x) :R3 3 x =


r

θ

ϕ

 7→ X (x) =


r sinθcosϕ

r sinθ sinϕ

r cosθ

 ∈R3 (D.17)

试求球坐标系下 g i 与 gi j 的表达式（用 Cartesian 坐标表示）。
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解考察上述映射关系的雅可比（Jacobi）矩阵，有

J = ∂(x, y, z)

∂(r,θ,ϕ)
=

[
∂X i

∂x j

]
=


sinθcosϕ r cosθcosϕ −r sinθ sinϕ

sinθ sinϕ r cosθ sinϕ r sinθcosϕ

cosθ −r sinθ 0

 (D.18)

则有

[
g r g θ gϕ

]
=


sinθcosϕ r cosθcosϕ −r sinθ sinϕ

sinθ sinϕ r cosθ sinϕ r sinθcosϕ

cosθ −r sinθ 0

 (D.19)

进一步，根据 gi j 的定义，可将其写成矩阵形式，如下：

[
gi j

]=


g r ·g r g r ·g θ g r ·gϕ

g θ ·g r g θ ·g θ g θ ·gϕ

gϕ ·g r gϕ ·g θ gϕ ·gϕ

=


1 0 0

0 r 2 0

0 0 r 2 sin2θ

 (D.20)

当选定的坐标系采用单位正交基（如 Cartesian坐标系）时，会发现指标可以不分

上下（这里利用 Cartesian坐标系下 (ex ,e y ,ez)的基向量表示法做一简要说明），如下：

e i ·e j = e i ·e j = gi j = δi j (D.21)

D.2 Edington张量

Cartesian坐标系下向量的叉积运算一般采用行列式表示。据此可推广引入混合

积（其物理意义为三个基向量张成的平行六边形体积。当采用右手系时，该计算大

小为正值）在标准正交基情形下的分量计算式。假设 Cartesian 坐标系下存在向量

u = (ux ,uy ,uz), v = (vx , vy , vz), w = (wx , wy , wz)，则根据点积与叉积的分量计算式有

[u v w ] = (u ×v ) ·w = u · (v ×w )

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣∣

ux vx wx

uy vy wy

uz vz wz

∣∣∣∣∣∣∣∣
(D.22)

上式虽然较为直观，但不利于进行指标运算，这里定义置换符号，也被称作列

维-奇维塔（Levi-Civita）符号ei j k（注意置换符号可以不区分上下标，只是依照哑指

标的配对约定给出两种形式），满足

ei j k = e i j k =


1, i , j ,k顺序排列：如 123、231、312

−1, i , j ,k逆序排列：如 321、213、132

0, i , j ,k非序排列：其他

(D.23)

则公式(D.22)可简化为如下指标形式：

[u v w ] = ei j k ui v j wk (D.24)

在曲线坐标系中，向量的叉积运算无法直接用其坐标分量的行列式给出，需引入
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置换张量，或爱丁顿（Edington）张量：ϵi j k，其等于R3空间中，三个局部坐标基（协

变基向量）
(

g i , g j , g k

)
的混合积：

ϵi j k =
[

g i g j g k

]
=

(
g i ×g j

)
·g k = g i ·

(
g j ×g k

)
=p

g ei j k (D.25)

其中，符号
p

g 的含义需要稍作说明：

根据公式(D.22)，将三个协变基向量
(
g 1, g 2, g 3

)
用标准正交基的分量形式来表示，

然后考虑到线性代数中的基本关系式 det(AB ) = det(A)det(B )，可以证明：

det
(

g i ·g j

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
g 1 ·g 1 g 1 ·g 2 g 1 ·g 3

g 2 ·g 1 g 2 ·g 2 g 2 ·g 3

g 3 ·g 1 g 3 ·g 2 g 3 ·g 3

∣∣∣∣∣∣∣∣=
[

g 1 g 2 g 3

]2 (D.26)

由于

1 = det
(

g i ·g j
)
= [

g 1 g 2 g 3

][
g 1 g 2 g 3] (D.27)

所以可以通过下式来定义
p

g：[
g 1 g 2 g 3

]= 1[
g 1 g 2 g 3

] =p
g (D.28)

同时有

det
(
gi j

)= det
(

g i ·g j

)
= g (D.29)

进一步，可给出上指标的 Edington张量定义：

ϵi j k =
[

g i g j g k
]
=

(
g i ×g j

)
·g k = g i ·

(
g j ×g k

)
= 1p

g
e i j k (D.30)

所以，当遇到曲线坐标系下的叉积运算时，可直接计算，例如：

g i ×g j = ϵi j k g k , g i ×g j = ϵi j k g k (D.31)

定理D.1 (Eddington张量同Kronecker符号之间的关系)

♥

Eddington张量与 Kronecker符号之间存在如下关系：

ϵi j kϵr st = e i j k er st = det


δi

r δi
s δi

t

δ
j
r δ

j
s δ

j
t

δk
r δk

s δk
t

= δ
i j k
r st (D.32)

上式的 δ
i j k
r st 定义为广义 Kronecker符号。将其指标进行缩并，则可得到

ϵi j kϵi st = e i j k ei st = δ
j
sδ

k
t −δk

s δ
j
t = δ

j k
st (D.33)

证明 首先根据 Eddington张量的定义有 ϵi j k = 1p
g e i j k , ϵr st =p

g er st。考虑到置换符号

也可以写作单位正交基的混合基（注意这里为保持与 Eddington张量计算的统一，也

区分了上下标），则有

e i j k =
[

e i e j ek
]
R3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
δi

1 δi
2 δi

3

δ
j
1 δ

j
2 δ

j
3

δk
1 δk

2 δk
3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (D.34)
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同理，有

er st = [er e s e t ]R3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1

r δ2
s δ3

t

δ1
r δ2

s δ3
t

δ1
r δ2

s δ3
t

∣∣∣∣∣∣∣∣ (D.35)

根据线性代数中的基本关系式 det(AB ) = det(A)det(B )可得：

ϵi j kϵr st = e i j k er st =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δi

1 δi
2 δi

3

δ
j
1 δ

j
2 δ

j
3

δk
1 δk

2 δk
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1

r δ2
s δ3

t

δ1
r δ2

s δ3
t

δ1
r δ2

s δ3
t

∣∣∣∣∣∣∣∣
= det




δi
1 δi

2 δi
3

δ
j
1 δ

j
2 δ

j
3

δk
1 δk

2 δk
3




δ1
r δ2

s δ3
t

δ1
r δ2

s δ3
t

δ1
r δ2

s δ3
t


= det


δi

r δi
s δi

t

δ
j
r δ

j
s δ

j
t

δk
r δk

s δk
t


(D.36)

进一步则有

ϵi j kϵi st = e i j k ei st = det


δi

i δi
s δi

t

δ
j
i δ

j
s δ

j
t

δk
i δk

s δk
t


= 3

(
δ

j
sδ

k
t −δk

s δ
j
t

)
+δi

s

(
δ

j
t δ

k
i −δk

t δ
j
i

)
+δi

t

(
δ

j
i δ

k
s −δk

i δ
j
s

)
= 3

(
δ

j
sδ

k
t −δk

s δ
j
t

)
+δk

s δ
j
t −δ

j
sδ

k
t +δk

s δ
j
t −δ

j
sδ

k
t = δ

j
sδ

k
t −δk

s δ
j
t

(D.37)

D.3 曲线坐标系下的Hamilton算子

在曲线坐标系下定义 Hamilton算子，需要先回到方向导数的概念。Cartesian坐

标系下一个任意的 l 方向（单位向量）可以定义为

l = (
cosα,cosβ,cosγ

)= lim
l→0

(
∆x

l
,
∆y

l
,
∆z

l

)
(D.38)

相对应曲线坐标系下，一个任意的 l 方向可以通过如下对矢径 r 的微分关系给出：

l = ∂r

∂l
= ∂r

∂xi

∂xi

∂l
= g i

∂xi

∂l
(D.39)

根据附录A.2中关于梯度 grad的定义，即梯度 ∇(•)与单位向量 l 的点积为方向导

数（注意需要区分梯度运算 ∇(•)和Hamilton算子 ∇本身），有
∂

∂l
(•) =∇(•) · l =∇(•) ·

(
g i

∂xi

∂l

)
(D.40)

考虑到

∂

∂l
(•) = ∂(•)

∂xi

∂xi

∂l
=

(
g j ∂

∂x j
(•)

)
·
(

g i
∂xi

∂l

)
(D.41)

结合公式(D.40)和(D.41)，可给出如下Hamilton算子的定义：

∇= g i∇i = g i ∂

∂xi
(D.42)

上式中 ∇i 为协变算子，是根据Hamilton算子延伸出的算符。另外注意这里只是
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依照约定俗成的方式，将 g i 写在了微分项左边。事实上不论左右均不影响具体计算。

Hamilton算子的指标也可以进行升降运算，如下：

∇= g i∇i = g i j g j∇i = g j g j i∇i = g j∇ j (D.43)

上式用到了 g i j 关于指标的对称性（根据其定义可知）。

接下来可以根据上述Hamilton算子的定义给出推广的梯度、散度和旋度运算。

以二阶张量 Φ =Φi j g i g j 为例（张量的简要定义可参阅章节1.5），可引出如下左

梯度和右梯度运算的表达式（以下均为先微分运算，再向量运算）：

∇Φ= g l ∂Φ

∂x l
= g l

∂
(
Φi j g i g j

)
∂x l

, Φ∇= ∂Φ

∂x l
g l =

∂
(
Φi j g i g j

)
∂x l

g l (D.44)

可以看到，尽管对于常规的标量函数的梯度运算来说，并不区分左右梯度，但对

于张量函数来说，左梯度和右梯度运算是不同的。

对于散度运算来说，也可引出如下左散度和右散度运算的表达式：

∇·Φ= g l · ∂Φ
∂x l

= g l ·
∂
(
Φi j g i g j

)
∂x l

, Φ ·∇ = ∂Φ

∂x l
·g l =

∂
(
Φi j g i g j

)
∂x l

·g l (D.45)

可以看到，尽管对于常规的向量函数的散度运算来说，并不区分左右散度，但对

于张量函数来说，左散度和右散度运算是不同的。

对于旋度运算来说，当张量函数的底空间为 R3时，也可引出如下左旋度和右旋

度运算的表达式：

∇×Φ= g l × ∂Φ

∂x l
= g l ×

∂
(
Φi j g i g j

)
∂x l

, Φ×∇= ∂Φ

∂x l
×g l =

∂
(
Φi j g i g j

)
∂x l

×g l (D.46)

旋度运算较为特殊性，哪怕是常规的向量函数的旋度运算，也需要区分左右旋度。

考虑一种特殊情况，当曲线坐标系采用有限维单位正交基（如 Cartesian坐标系）

时，不分上下标，Hamilton算子的指标形式可简化为

∇= e i
∂

∂xi
(D.47)

D.4 基向量关于坐标的偏导数

由于在曲线坐标系下，所采用的基向量会随坐标发生变化，即所谓“运动标架”，

所以需要考察下基向量关于坐标的偏导数。一般曲线坐标系下基向量的偏导数运算，

需要引入克里斯托费尔（Christoffel）符号，其具体定义如下：

定义D.1 (克里斯托费尔（Christoffel）符号)

♣

第一类 Christoffel符号：

Γk
i j (x)≜

(
∂g i

∂x j
(x), g k (x)

)
Rm

(D.48)

第二类 Christoffel符号：

Γi j ,k (x)≜
(
∂g i

∂x j
(x), g k (x)

)
Rm

(D.49)
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其中，括号内表示两个向量的点积。可以看到，Christoffel符号是具有三个指标

的分量，用以表示曲线坐标系下基向量偏导数的逆变分量或协变分量。

两类 Christoffel符号也可以通过度量分量进行指标升降，如下：

Γk
i j (x) =

(
∂g i

∂x j
(x), g k (x)

)
=

(
∂g i

∂x j
(x), g ks g s(x)

)
= g ksΓi j ,s (D.50)

由于

∂g i

∂x j
= ∂2r

∂xi∂x j
=

∂g j

∂xi
(D.51)

所以，Christoffel符号关于指标 i j 对称。

根据上述定义，曲线坐标系下协变基向量关于坐标的偏导数可表示为

∂g i

∂x j
= Γk

i j g k ,
∂g i

∂x j
= Γi j ,k g k (D.52)

逆变基向量关于坐标的偏导数也可通过其与协变基向量的对偶关系给出。由于

g i ·g k = δi
k (D.53)

上式两边同时对坐标 x j 求导，则有

∂g i

∂x j
·g k =−g i · ∂g k

∂x j
=−Γi

j k
(D.54)

由此可求得：

∂g i

∂x j
=−Γi

j k g k (D.55)

此时，任意张量函数对坐标的偏导数可以通过如下方式给出（还是以二阶张量

Φ=Φi j g i g j 为例。注意，张量分量在所在项中可任意变换位置，但基向量不行）：

∂Φ

∂x l
=

∂
(
Φi j g i g j

)
∂x l

= ∂Φi j

∂x l
g i g j +Φi j ∂g i

∂x l
g j +Φi j g i

∂g j

∂x l

= ∂Φi j

∂x l
g i g j +Φi jΓk

i l g k g j +Φi j g iΓ
k
j l g k

=
(
∂Φi j

∂x l
+Γi

klΦ
k j +Γ

j
klΦ

i k
)

g i g j

(D.56)

上式最后一步后两项更换了哑指标，从而得到了统一的基向量表达式。令

∇lΦ
i j = ∂Φi j

∂x l
+Γi

klΦ
k j +Γ

j
klΦ

i k (D.57)

则可以进一步简化为

∂Φ

∂x l
=∇lΦ

i j g i g j (D.58)

其中，∇lΦ
i j 被称为张量分量的协变导数，∇l 则为前述的协变算子。对于不同的

张量，其协变导数的具体表达式不尽相同，但均可以采用统一的方式进行符号运算。

例如，对于上一节介绍的梯度、散度和旋度运算的推广形式，有

∇Φ= g l ∂Φ

∂x l
=∇lΦ

i j g l g i g j (D.59)

Φ∇= ∂Φ

∂x l
g l =∇lΦ

i j g i g j g l (D.60)
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可以看到，梯度运算使得张量的阶数增加一阶。

∇·Φ= g l · ∂Φ
∂x l

=∇lΦ
i j g l ·g i g j =∇iΦi j g j (D.61)

Φ ·∇ = ∂Φ

∂x l
·g l =∇lΦ

i j g i g j ·g l =∇ jΦi j g i (D.62)

可以看到，散度运算使得张量的阶数减少一阶。

∇×Φ= g l × ∂Φ

∂x l
=∇lΦ

i j g l ×g i g j

=∇lΦi j g l s g s ×g i g j =∇lΦi j g l sϵsi p g p g j

(D.63)

Φ×∇= ∂Φ

∂x l
×g l =∇lΦ

i j g i g j ×g l

=∇lΦi j g l s g i g j ×g s =∇lΦi j g l sϵ j sp g i g p

(D.64)

可以看到，旋度运算不会带来张量阶数阶数的改变。

定理D.2 (Christoffel符号的计算方法)

♥

Christoffel符号可通过度量分量进行计算：

Γi j ,k (x) = 1

2

(
∂g j k

∂xi
+ ∂gi k

∂x j
− ∂gi j

∂xk

)
(x) (D.65)

证明 由于

∂gi j

∂xk
(x) = ∂

∂xk

(
g i (x), g j (x)

)
Rm

=
(
∂g i

∂xk
(x), g j (x)

)
Rm

+
(

g i (x),
∂g j

∂xk
(x)

)
Rm

= Γki , j (x)+Γk j ,i (x)

(D.66)

同理有
∂g j k

∂xi
(x) = Γi j ,k (x)+Γi k, j (x),

∂gi k

∂x j
(x) = Γ j k,i (x)+Γ j i ,k (x) (D.67)

令上两式相加再减去第一式，并利用 Christoffel符号的对称性，可证得：

Γi j ,k (x) = 1

2

(
∂g j k

∂xi
(x)+ ∂gi k

∂x j
(x)− ∂gi j

∂xk
(x)

)
(D.68)

例题D.3 试给出 R3 空间中正交曲线坐标系下所有 27 个 Christoffel 符号的表达式。
其中，正交代表该曲线坐标系下的度量分量满足

[
gi j

]=


g11 0 0

0 g22 0

0 0 g33

 ∈R3 (D.69)

即只有对角线上的元素不为零。

解由于正交曲线坐标系下，度量分量 gi j 中许多项为零。所以这里分成几种情况讨论。

首先考虑 i 6= j 6= k的情形，易知：

Γ12,3 = Γ21,3 = Γ13,2 = Γ31,2 = Γ23,1 = Γ32,1 = 0 (D.70)

当 i = j = k时有

Γi i ,i = 1

2

∂gi i

∂xi
(D.71)
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所以

Γ11,1 = 1

2

∂g11

∂x1
, Γ22,2 = 1

2

∂g22

∂x2
, Γ33,3 = 1

2

∂g33

∂x3
(D.72)

当 i = j 6= k时有

Γi i ,k =−1

2

∂gi i

∂xk
(D.73)

所以

Γ11,2 =−1

2

∂g11

∂x2
, Γ11,3 =−1

2

∂g11

∂x3
, Γ22,1 =−1

2

∂g22

∂x1

Γ22,3 =−1

2

∂g22

∂x3
, Γ33,1 =−1

2

∂g33

∂x1
, Γ33,2 =−1

2

∂g33

∂x2

(D.74)

当 i = k 6= j 时有

Γi j ,i = 1

2

∂gi i

∂x j
(D.75)

所以，

Γ12,1 = Γ21,1 = 1

2

∂g11

∂x2
, Γ13,1 = Γ31,1 = 1

2

∂g11

∂x3
, Γ21,2 = Γ21,2 = 1

2

∂g22

∂x1

Γ23,2 = Γ32,2 = 1

2

∂g22

∂x3
, Γ31,3 = Γ13,3 = 1

2

∂g33

∂x1
, Γ32,3 = Γ32,3 = 1

2

∂g33

∂x2

(D.76)

当 i 6= j = k时有

Γi j , j = 1

2

∂g j j

∂xi
(D.77)

由于 Christoffel符号的对称性，该类别所有取值已全部包含在上一情形中。据此，

正交曲线坐标系下所有 27个 Christoffel符号均全部给出。

在实际曲线坐标系下的计算过程中，还经常会遇到二阶协变导数的情形。这里也

对其做一简要说明。仍旧以二阶张量Φ=Φi j g i g j 为例，根据前述左梯度的定义有

∇ (∇Φ) = g p ∂

∂xp

(
g q ∂Φ

∂xq

)
= g p

[
−Γq

ps g s ∂Φ

∂xq
+g q ∂

∂xp

(
∂Φ

∂xq

)]
= g p g q

[
∂

∂xp

(
∂Φ

∂xq

)
−Γs

pq
∂Φ

∂xs

] (D.78)

上式第二步中，对展开后的第一项做了一次指标更换，从而统一了表达式。

上式也可采用协变算子来表示，有

∇ (∇Φ) = g p
∂
(
∇qΦ

i j g q g i g j

)
∂xp

=
(
∇p∇qΦ

i j
)

g p g q g i g j

= g p g q
[
∇p

(
∇qΦ

i j
)

g i g j

] (D.79)

联立公式(D.78)和(D.79)，则可得到：
∂

∂xp

(
∂Φ

∂xq

)
=∇p

(
∇qΦ

i j
)

g i g j +Γs
pq

∂Φ

∂xs

=
[
∇p

(
∇qΦ

i j
)
+Γs

pq∇sΦ
i j

]
g i g j

(D.80)

其中，∇p
(∇qΦ

i j
)+Γs

pq∇sΦ
i j 被称为张量分量的二阶协变导数。

可以看到，二阶协变导数无法像一阶协变导数那样，用协变算子来完全表示，需

要注意区分。
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D.5 正交曲线坐标系

正交曲线坐标系下常用单位正交基 e i 作为基向量，即有（下式指标不求和）

g i = hi e i , e i ·e j = δi j (D.81)

其中，hi 定义为拉梅（Lamé）系数，满足（下式指标不求和）

hi =
√

g i ·g i =
p

gi i (D.82)

根据基向量与度量分量的关系，有（下式第二等式后指标不求和）

g i = gi j g j = gi i g i = h2
i g i (D.83)

则逆变基向量也可以转化为单位正交基，即有（下式指标不求和）

g i = 1

h2
i

g i =
1

hi
e i (D.84)

上述单位正交基的表示法也被称为非完整系。值得注意的是，一个向量在两种坐

标系中进行变换时，需要考虑到向量分量的关系，具体如下（以向量 A为例）：

A = Ai g i = Ai g i = Ai hi e i = Ai

hi
e i (D.85)

结合上一节例题D.3给出的 R3 空间中正交曲线坐标系下的所有 Christoffel符号，

此时基向量关于坐标的偏导数表达式可以得到进一步简化（下述定理中指标不求和）。

定理D.3 (单位正交基关于坐标的偏导数)

♥

R3空间中，正交曲线坐标系下的单位正交基 e i 关于坐标的偏导数满足

∂e i

∂x j
= 1

hi

∂h j

∂xi
e j , i 6= j (D.86)

∂e i

∂xi
=− 1

h j

∂hi

∂x j
e j − 1

hk

∂hi

∂xk
ek , i 6= j 6= k (D.87)

证明 首先根据公式(D.69)，对其矩阵形式取逆，可得到 g i j 的矩阵形式为

[
g i j

]
=


1

g11
0 0

0 1
g22

0

0 0 1
g33

=


(

1
h1

)2
0 0

0
(

1
h2

)2
0

0 0
(

1
h3

)2

 (D.88)

当 i 6= j 时（此时指标求和）有
∂g i

∂x j
= Γi j ,k g k (D.89)

根据上一节例题D.3中的分析，此时只有 i = k 6= j和 i 6= j = k两类情形的Christoffel

符号取值不为零，所以上式(D.89)的右端可以展开为（下式指标不求和）

Γi j ,k g k = Γi j ,i g i +Γi j , j g j = 1

2

(
∂gi i

∂x j
g i + ∂g j j

∂xi
g j

)
= 1

2

(
∂h2

i

∂x j
g i +

∂h2
j

∂xi
g j

)
= hi

∂hi

∂x j
g i +h j

∂h j

∂xi
g j

(D.90)
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将逆变基向量转化为协变基向量，并考虑到正交曲线坐标系下度量分量只有 gi i =
hi 取值不为零，则有（下式指标不求和）

Γi j ,k g k = hi
∂hi

∂x j
g i i g i +h j

∂h j

∂xi
g j j g j =

1

hi

∂hi

∂x j
g i +

1

h j

∂h j

∂xi
g j

= ∂hi

∂x j
e i +

∂h j

∂xi
e j

(D.91)

而公式(D.89)的左端有（下式指标不求和）
∂g i

∂x j
= ∂ (hi e i )

∂x j
= hi

∂e i

∂x j
+ ∂hi

∂x j
e i (D.92)

结合公式(D.91)和(D.92)可得（下式指标不求和）：
∂e i

∂x j
= 1

hi

∂h j

∂xi
e j , i 6= j (D.93)

当 i = j 时（此时指标求和）有
∂g i

∂xi
= Γi i ,k g k (D.94)

此时也只有 i = j = k 和 i = j 6= k 两类情形，但需要注意上式(D.94)右端进行展开

时，i 和 j 要视作两种不同取值情况来考虑（下式指标不求和）：

Γi j ,k g k = Γi i ,i g i +Γi i , j g j +Γi i ,k g k = 1

2

(
∂gi i

∂xi
g i − ∂gi i

∂x j
g j − ∂gi i

∂xk
g k

)
= 1

2

(
∂h2

i

∂xi
g i − ∂h2

i

∂x j
g j − ∂h2

i

∂xk
g k

)
= hi

(
∂hi

∂xi
g i − ∂hi

∂x j
g j − ∂hi

∂xk
g k

)
= 1

hi

∂hi

∂xi
g i −

hi(
h j

)2

∂hi

∂xi
g j −

hi

(hk )2

∂hi

∂xk
g k

= ∂hi

∂xi
e i − hi

h j

∂hi

∂x j
e j − hi

hk

∂hi

∂xk
ek

(D.95)

而公式(D.94)的左端有（下式指标不求和）
∂g i

∂xi
= ∂ (hi e i )

∂xi
= hi

∂e i

∂xi
+ ∂hi

∂xi
e i (D.96)

结合公式(D.95)和(D.96)可得（下式指标不求和）：
∂e i

∂xi
=− 1

h j

∂hi

∂x j
e j − 1

hk

∂hi

∂xk
ek , i 6= j 6= k (D.97)

接下来，结合定理D.3，利用 Lamé系数，可给出正交曲线坐标系下用单位正交基

表示的梯度、散度和与旋度运算计算式。

首先是梯度运算，这里采用常规的R3空间中标量函数 f 的梯度为例：

grad f =∇ f = g i ∂ f

∂xi
= e i

hi

∂ f

∂xi
= e1

h1

∂ f

∂x1
+ e2

h2

∂ f

∂x2
+ e3

h3

∂ f

∂x3
(D.98)

然后是散度运算，这里考虑常规的R3空间中向量函数 A = Ãi e i 的散度，有

div A =∇· A = e i

hi
· ∂A

∂xi
= 1

h1h2h3

[
∂

∂xi

(
h1h2h3

hi
Ãi

)]
= 1

h1h2h3

[
∂

∂x1

(
Ã1h2h3

)+ ∂

∂x2

(
Ã2h1h3

)+ ∂

∂x3

(
Ã3h1h2

)] (D.99)

为以示区别，上面用 Ãi 表示非完整系下的向量分量。
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最后是旋度运算，同样考虑常规的R3空间中向量函数 A = Ãi e i 的旋度：

rot A =∇× A = e i

hi
× ∂A

∂xi
= 1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣∣∣
h1e1 h2e2 h3e3

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

h1 Ã1 h2 Ã2 h3 Ã3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (D.100)

注意上两式关于散度和旋度运算的推导其实颇为繁琐，这里省略了不少步骤。

进一步，可得到 Laplace算子的表达式，如下：

∇2 f =∇·∇ f = div
(
grad f

)= 1

h1h2h3

{
∂

∂xi

[
h1h2h3

hi

(
e i

hi

∂ f

∂xi

)]}
= 1

h1h2h3

[
∂

∂x1

(
h2h3

h1

∂ f

∂x1

)
+ ∂

∂x2

(
h1h3

h2

∂ f

∂x2

)
+ ∂

∂x3

(
h1h2

h3

∂ f

∂x3

)] (D.101)

�
笔记事实上，关于上面的散度与旋度运算，确实有更简洁的求解方法，且适用于一般

曲线坐标系。这里先引入
p

g 对坐标的导数，由于
p

g = (
g 1 ×g 2

) ·g 3，则有

∂
p

g

∂xi
=

(
∂g 1

∂xi
×g 2

)
·g 3 +

(
g 1 ×

∂g 2

∂xi

)
·g 3 +

(
g 1 ×g 2

) · ∂g 3

∂xi

=
(
Γk

1i g k ×g 2

)
·g 3 +

(
g 1 ×Γk

2i g k

)
·g 3 +

(
g 1 ×g 2

) ·Γk
3i g k

= (
Γ1

1i g 1 ×g 2

) ·g 3 +
(
g 1 ×Γ2

2i g 2

) ·g 3 +
(
g 1 ×g 2

) ·Γ3
3i g 3

= Γ
j
j i

[(
g 1 ×g 2

) ·g 3

]= Γ
j
j i

p
g

(D.102)

从而可得到

Γ
j
j i = Γ

j
i j =

1p
g

∂
p

g

∂xi
(D.103)

根据散度运算的定义，则有

div A =∇· A =∇i Ai = ∂Ai

∂xi
+Γi

i j A j

= ∂Ai

∂xi
+ A j 1p

g

∂
p

g

∂x j
= 1p

g

∂
(p

g Ai
)

∂xi

(D.104)

同理根据旋度运算的定义，则有

rot A =∇× A =∇i A j g i ×g j = ϵi j k∇i A j g k

= 1p
g

∣∣∣∣∣∣∣∣
g 1 g 2 g 3

∇1 ∇2 ∇3

A1 A2 A3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(D.105)

考虑到

ϵi j k∇i A j = ϵi j k
(
∂i A j −Γm

i j Am

)
= ϵi j k∂i A j −ϵi j kΓm

i j Am (D.106)

由于 ϵi j k 关于指标 i j 反对称，而 Γm
i j 关于指标 i j 对称，所以上式第二项为零，则

旋度运算可简化为

rot A = ϵi j k∂i A j g k = 1p
g

∣∣∣∣∣∣∣∣
g 1 g 2 g 3

∂1 ∂2 ∂3

A1 A2 A3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (D.107)
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在正交曲线坐标系下有

p
g = [

g 1 g 2 g 3

]= h1h2h3 [e1 e2 e3] = h1h2h3 (D.108)

同时根据公式(D.85)建立上述完整坐标系与非完整系下向量分量的关系，如下：

Ai = 1

hi
Ãi , Ai = hi Ãi (D.109)

将上两式代回公式(D.104)和(D.105)，即可得到同样的正交曲线坐标系下用单位正

交基表示的散度和与旋度运算计算式(D.99)和(D.100)。

例题D.4试给出柱坐标系和球坐标系下的梯度、散度、旋度运算，以及 Laplace 算子
的表达式。

解结合例题D.1和D.2中所给出的结果，以及上述正交曲线坐标系下的梯度、散度、旋

度，和 Laplace算子的计算式，分别以标量函数 f 的梯度、向量函数 A = Ãi e i 的散度，

以及向量函数 A = Ãi e i 的旋度进行计算可得：

1. 柱坐标系：

∇ f = ∂ f

∂r
er + 1

r

∂ f

∂θ
eθ+

∂ f

∂z
ez

∇· A = 1

r

∂

∂r

(
r Ãr

)+ 1

r

∂Ãθ

∂θ
+ ∂Ãz

∂z

∇× A =
(

1

r

∂Ãz

∂θ
− ∂Ãθ

∂z

)
er +

(
∂Ãr

∂z
− ∂Ãz

∂r

)
eθ+

[
1

r

∂

∂r

(
r Ãθ

)− 1

r

∂Ãr

∂θ

]
ez

∇2 f = 1

r

∂

∂r

(
r
∂ f

∂r

)
+ 1

r 2

∂2 f

∂θ2
+ ∂2 f

∂z2

(D.110)

2. 球坐标系：

∇ f = ∂ f

∂r
er + 1

r

∂ f

∂θ
eθ+

1

r sinθ

∂ f

∂ϕ
eϕ

∇· A = 1

r 2

∂

∂r

(
r 2 Ãr

)+ 1

r sinθ

∂

∂θ

(
Ãθ sinθ

)+ 1

r sinθ

∂Ãϕ

∂ϕ

∇× A = 1

r sinθ

[
∂

∂θ

(
Ãϕ sinθ

)− ∂Ãθ

∂ϕ

]
er + 1

r

[
1

sinθ

∂Ãr

∂ϕ
− ∂

∂r

(
r Ãϕ

)]
eθ

+1

r

[
∂

∂r

(
r Ãθ

)− ∂Ãr

∂θ

]
eϕ

∇2 f = 1

r 2

∂

∂r

(
r 2∂ f

∂r

)
+ 1

r 2 sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂ f

∂θ

)
+ 1

r 2 sin2θ

∂2 f

∂ϕ2

(D.111)



附录 E 补充证明（指标形式）

E.1 物质导数

定义1.1中介绍的物质导数的矢量形式在有限维曲线坐标系下的张量场也同样适

用。比如可以很方便地转换到柱坐标系或球坐标系，可以对向量场进行求导，也可以

对张量场进行求导。下面是对该证明的简要记录：

证明 Rn空间中质点的矢径 r 可视作隐含时间 t 的函数，即

r = r
[
x1(t ), x2(t ), . . . , xn(t )

]
(E.1)

则质点的速度可以通过如下方式进行计算：

v (t ) = lim
∆t→0

r (t +∆t )− r (t )

∆t
= dr

dt
(t ) = dr

dxi

dxi

dt
(t ) = ∂xi

∂t
·g i = ẋi (t )g i (t ) (E.2)

其中，ẋi 为坐标分量的导数，g i 为坐标的局部基向量（即协变基向量），其几何

意义为沿着坐标线上点 xi 的切向量。

根据物质导数两部分分量的描述，可以计算得到物质导数的矢量表达式如下：

D

Dt
= ∂

∂t
+ ∂xi

∂t
· ∂

∂xi
= ∂

∂t
+

(
∂xi

∂t
g i

)
·
(

g j ∂

∂x j

)
= ∂

∂t
+ (v ·∇) (E.3)

上式用到了附录D.1中介绍的协变基向量 g i 与逆变基向量 g j 的对偶关系。

E.2 势能与势函数

定义1.2中介绍的势能与势函数中的关系式在有限维曲线坐标系下也同样适用。下

面是对该证明的简要记录：

证明 这里主要考虑公式(1.69)中恒定功W 与势函数 φ之间的积分关系证明：

F ·dl =∇φ ·dr =
(

g i ∂φ

∂xi

)
·
(
∂r

∂x j
dx j

)
=

(
g i ∂φ

∂xi

)
·
(

g j dx j
)
= ∂φ

∂xi
dxi = dφ (E.4)

上式用到了附录D.3中介绍的曲线坐标系下Hamilton算子的运算表达式。

之后的论述与定义1.2的后续一致。

E.3 体积应变

定义1.5中介绍的体积应变的矢量形式在有限维曲线坐标系下也同样适用。但该证

明在纯曲线坐标系下会遇到对协变导数的复杂运算，所以这里仅对非曲线坐标系，即

认为基向量（仍沿用 g i 的表示法）不随坐标发生变化的情形，进行简要证明记录：
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证明 考虑R3空间（其实也可以直接推广至Rn空间，这里稍微简化点）中物体的位移情

况，一点 P (x1, x2, x3)变成了点 P̃ (x̃1, x̃2, x̃3)，两点间的相对位移是矢量 u = [u1,u2,u3]>。

则此时可以构建出一个初始状态到当前状态的微分同胚关系，如下：
x̃1 = x1 +u1(x1, x2, x3)

x̃2 = x2 +u2(x1, x2, x3)

x̃3 = x3 +u3(x1, x2, x3)

(E.5)

考察上式的 Jacobi矩阵，有

J = ∂(x̃, ỹ , z̃)

∂(x, y, z)
=

[
∂x̃i

∂x j

]
=


1+ ∂u1

∂x1
∂u1

∂x2
∂u1

∂x3

∂u2

∂x1 1+ ∂u2

∂x2
∂u2

∂x3

∂u3

∂x1
∂u3

∂x2 1+ ∂u3

∂x3

 (E.6)

考虑到小变形假设，则上式 Jacobi矩阵的行列式可计算为

J =
∣∣∣∣∂(x̃, ỹ , z̃)

∂(x, y, z)

∣∣∣∣= 1+ ∂u1

∂x1
+ ∂u2

∂x2
+ ∂u3

∂x3
+·· ·+o

(
∂ui

∂xi

)
≈ 1+ ∂u1

∂x1
+ ∂u2

∂x2
+ ∂u3

∂x3
= 1+ ∂ui

∂xi

(E.7)

现在计算初始状态在空间区域Ω的体积分，则有

∆V =
Ñ
Ω

dV =
Ñ
Ω

d(x1, x2, x3) (E.8)

根据微积分中多重积分的积分换元关系（基于 Jacobi矩阵），当前状态在变化后

空间区域 Ω̃的体积分为

∆V + Ṽ =
Ñ
Ω

d(x̃1, x̃2, x̃3) =
Ñ
Ω

∣∣∣∣∂(x̃, ỹ , z̃)

∂(x, y, z)

∣∣∣∣d(x1, x2, x3)

=∆V +
Ñ
Ω

(
∂ui

∂xi

)
d(x1, x2, x3)

(E.9)

此时，体积应变可表示为

lim
∆V →0

Ṽ

∆V
= lim

∆V →0

 1

∆V

Ñ
Ω

(
∂ui

∂xi

)
d(x1, x2, x3)


= ∂ui

∂xi
= g i · ∂

∂xi

(
u j g j

)
=∇·u

(E.10)

E.4 场论关系式（向量部分）

首先引入体积形态下协变算子可交换次序的定理：

引理 E.1 (体积形态下协变算子可交换次序)

♥

以二阶张量Φ=Φi j g i g j 为例，有

∇p∇qΦ
i j =∇q∇pΦ

i j (E.11)
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证明 根据附录D.4中关于二阶协变导数的定义，即公式(D.80)，可直接计算：

∂2Φ

∂xp∂xq
(x) = ∂

∂xp

(
∂Φ

∂xq

)
(x) = ∂

∂xp

(
∇qΦ

i j g i g j

)
(x)

=
[
∇p

(
∇qΦ

i j
)
+Γs

pq∇sΦ
i j

]
g i g j

(E.12)

同理有

∂2Φ

∂xq∂xp
(x) = ∂

∂xq

(
∂Φ

∂xp

)
(x) =

[
∇q

(
∇pΦ

i j
)
+Γs

qp∇sΦ
i j

]
g i g j (E.13)

根据张量场的微分学，体积形态下张量函数的偏导数与微积分中多元函数微分学

类似（详见一般张量分析书籍。注意其仅在 Euclidean空间适用，Riemann空间等非

欧空间并不适用），满足

∂2Φ

∂xp∂xq
(x) = ∂2Φ

∂xq∂xp
(x) (E.14)

结合公式(E.12)和(E.13)的展开表达式，再考虑到 Christoffel符号关于指标 i j 的对

称性，故有

∇p∇qΦ
i j =∇q∇pΦ

i j (E.15)

引理1.2介绍的场论恒等式(1.65)在R3空间曲线坐标系下的张量场也同样适用。下

面是对该证明的简要记录：

证明 考虑标量场 φ（其实也可直接推广至张量场，这里稍微简化点），直接计算：

∇× (∇φ) =∇×
(

g j∇ jφ
)
=

(
g i ×g j

)(∇i∇ jφ
)= ϵi j k g k

(∇i∇ jφ
)

(E.16)

根据附录D.2的介绍，Edington张量 ϵi j k 关于指标 i j 反对称，而根据引理E.1有

∇i∇ j =∇ j∇i，故可知：

∇× (∇φ)= 0 (E.17)

引理1.7介绍的场论恒等式(1.139)在 R3 空间曲线坐标系下的张量场也同样适用。

下面是对该证明的简要记录：

证明 考虑向量场 A（其实也可直接推广至张量场，这里稍微简化点），直接计算：

∇· (∇× A) =∇·
[(

g j ×g i
)
∇ j Ai

]
=

[
g k g j g i

]
∇k∇ j Ai = ϵk j i∇k∇ j Ai (E.18)

由于 ϵk j i 关于指标 k j 反对称，而 ∇i∇ j =∇ j∇i，故有

∇· (∇× A) = 0 (E.19)

引理1.9介绍的场论恒等式(1.163)在 R3 空间曲线坐标系下的张量场也同样适用。

下面是对该证明的简要记录：

证明 考虑向量场 u（其实也可直接推广至张量场，这里稍微简化点），从等式右边的

∇× (∇×u)开始计算：

∇× (∇×u) = g l ×∇l
(
ϵi j k∇i u j g k

)
= ϵlksϵ

i j k
(
∇l∇i u j

)
g s = ϵslkϵ

i j k
(
∇l∇i u j

)
g s

=
(
δi

sδ
j
l −δi

lδ
j
s

)
∇l∇i u j g s =∇ j∇i u j g i −∇i∇i u j g j

=∇i

(
∇ j u j

)
g i −∇i∇i u j g j =∇(∇·u)−∇2u

(E.20)
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上式推导利用了附录D.2介绍的 Eddington张量同 Kronecker符号之间的关系。

根据上述推导，还可将其一般化，得到如下向量恒等式：

引理 E.2 (叉积运算恒等式)

♥

R3空间中任意向量场 A,B ,C 之间存在如下关系式：

A × (B ×C ) = (A ·C )B − (A ·B )C (E.21)

(A ×B )×C = (A ·C )B − (C ·B )A (E.22)

证明 直接计算：

A × (B ×C ) = Al g l ×
(
ϵi j k Bi C j g k

)
= ϵlksϵ

i j k
(

Al Bi C j

)
g s = ϵslkϵ

i j k
(

Al Bi C j

)
g s

=
(
δi

sδ
j
l −δi

lδ
j
s

)
Al Bi C j g s = A j Bi C j g i − Ai Bi C j g j

=
(

A j C j

)
Bi g i −

(
Ai Bi

)
C j g j = (A ·C )B − (A ·B )C

(E.23)

根据叉积运算性质，结合公式(E.21)，有

(B ×C )× A =−A × (B ×C ) = (A ·B )C − (A ·C )B (E.24)

对上式将向量 B 替换为向量 A、向量C 替换为向量 B、向量 A替换为向量C，即

可得到公式(E.22)。

引理1.10介绍的含Hamilton算子的函数积的微分运算式在 R3空间曲线坐标系下

的张量场也同样适用。下面是对该证明的简要记录：

证明 对于任意标量场 φ和向量场 A向量场（其实也可直接推广至张量场，这里稍微

简化点），如果采用协变导数的推导方式证明公式(1.164)和(1.165)，还需要提前引入协

变导数也满足类似微积分中函数积的微分运算法则这一性质。但除此之外，还有一种

可以不使用协变导数的证明方法，以公式(1.164)为例：

∇· (φA) = g i · ∂(φA)

∂xi
= g i ·

(
∂φ

∂xi
A +φ

∂A

∂xi

)
=

(
g i ∂φ

∂xi

)
· A +φg i ·

(
∂A

∂xi

)
= (∇φ) · A +φ(∇· A)

(E.25)

公式(1.165)同理，除了将散度运算换为旋度运算，其余证明过程完全一致。

引理1.11介绍的含 Laplace算子的基本关系式(1.180)在有限维曲线坐标系下的张

量场也同样适用。下面是对该证明的简要记录：

证明 考虑向量场 u（其实也可直接推广至张量场，这里稍微简化点），直接计算：

∇· (∇2u) =∇l g l ·
(
∇i∇i u j g j

)
=∇ j∇i∇i u j =∇i∇i

(
∇ j u j

)
=∇2(∇·u) (E.26)

引理1.12介绍的含 Laplace算子的基本关系式(1.187)在 R3空间曲线坐标系下的张

量场也同样适用。下面是对该证明的简要记录：

证明 考虑向量场 u（其实也可直接推广至张量场，这里稍微简化点），直接计算：

∇× (∇2u) =∇l g l ×
(
∇i∇i u j g j

)
= ϵl j k∇l∇i∇i u j g k

=∇i∇i

(
ϵl j k∇l u j g k

)
=∇2(∇×u)

(E.27)
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E.5 场论关系式（张量部分）

引理1.4介绍的向量值映照的微分关系可以适用于任意有限维曲线坐标系。下面

是对该证明的简要记录：

证明 直接计算：

du = ∂u

∂xi
dxi =

(
∂u

∂xi
g i

)
·
(

g j dx j
)
=

(
∂u

∂xi
g i

)
·
(
∂r

∂x j
dx j

)
= (u∇) ·dr (E.28)

定义1.4介绍的角速度张量中，公式 (1.109)可以适用于任意R3空间的曲线坐标系。

下面是对该证明的简要记录：

证明 Cartesian坐标系下，根据公式(1.108)，反对称张量Ω的分量可用置换符号 ei j k

来完全表示，如下：

Ωi j =−ei j kωk (E.29)

一般曲线坐标系下，反对称张量Ω可推广至用置换张量 ϵi j k 来完全表示（这里采

用协变基向量），如下：

Ω=Ωi j g i g j =−ϵi j kωk g i g j (E.30)

则有

Ω · r =
(
−ϵi j kωk g i g j

)
· rs g s =

(
−ϵi j kωk g i

)
r j = ϵi k jωk r j g i

=
(
ωk g k

)
×

(
r j g j

)
=ω× r

(E.31)

引理1.5介绍的张量迹运算的基本关系式可以适用于任意有限维曲线坐标系。下

面是对该证明的简要记录：

证明 直接计算：

u∇+∇u = ∂u

∂xi
g i +g i ∂u

∂xi
=∇i u j g j g i +∇i u j g i g j

=∇ j ui g i g j +∇i u j g i s g j l g s g l

=
(
∇ j ui +∇sul

)
g i g j

(E.32)

所以

tr(u∇+∇u) =∇ j u j +∇sus = 2∇i ui = 2g i · ∂

∂xi

(
u j g j

)
= 2∇·u (E.33)

可以看到，引理1.5在曲线坐标系下成立的条件是，张量 u∇+∇u所使用的基向量

为 g i g j，此时其所形成矩阵的迹才满足 tr(u∇+∇u) = 2∇·u。

引理1.6介绍的含 Hamilton算子的张量运算式可以适用于任意有限维曲线坐标

系。下面是对该证明的简要记录：

证明 单位张量 I 可写作 I = δks g k g s，则有

∇· [(∇·u)I ] =
(

g j · ∂

∂x j

)(
∇i uiδks g k g s

)
=∇ j∇i uiδ

j
kδks g s =∇ j∇i ui g j =∇(∇·u) (E.34)

∇· (u∇) =
(

g l · ∂

∂x l

)(
∇ j ui g i g j

)
=∇i∇ j ui g j =∇ j∇i ui g j =∇(∇·u) (E.35)
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∇· (∇u) =
(

g l · ∂

∂x l

)(
∇i u j g i g j

)
=

(
g l · ∂

∂x l

)(
∇i u j g i s g s g j

)
=∇l∇i u j g i l g j =∇l∇l u j g j =∇2u

(E.36)

E.6 广义Gauss公式

引理1.3介绍的广义高斯（Gauss）公式可以适用于任意有限维曲线坐标系下的张

量场。这里仅采用 Cartesian坐标系下二阶张量场的方式做一记录。

证明 利用微积分中 Gauss公式的原型（A为任意向量场）：Ó
∂Ω

A ·dS =
Ó
∂Ω

A ·ndS =
Ñ
Ω

(∇· A)dV (E.37)

其分量形式为 Ó
∂Ω

AsnsdS =
Ñ
Ω

∂As

∂xs
dV (E.38)

由于

n ¯Φ= nsΦi j e s ¯e i e j = ntδt sΦi j e s ¯e i e j (E.39)

则有Ó
∂Ω

(n ¯Φ)dS =
Ó
∂Ω

ntδt sΦi j e s ¯e i e j dS =
Ó
∂Ω

(
δt sΦi j

)
nt dS

e s ¯e i e j

=
Ñ

Ω

∂

∂x t

(
δt sΦi j

)
dV

e s ¯e i e j

=
Ñ
Ω

∂Φi j

∂xs
e s ¯e i e j dV

=
Ñ
Ω

(∇¯Φ)dV

(E.40)

其中，由于 e s ¯e i e j 均为单位基，所以可以在积分表达式中自由移动。

E.7 广义 Stokes公式

引理2.1介绍的广义 Stokes公式可以适用于任意有限维曲线坐标系下的张量场。这

里仅采用 Cartesian坐标系下二阶张量场的方式做一记录。

证明 利用微积分中 Stokes公式的原型（A为任意向量场）：∮
∂Σ

A ·dl =
∮
∂Σ

A · t dl =
Ó
Σ

(∇× A)dS =
Ó
Σ

(∇× A) ·ndS (E.41)
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其分量形式为∮
∂Σ

As tsdl =
Ó
Σ

(
eqsp

∂As

∂xq
ep

)
·nk ek dS =

Ó
Σ

np epqs
∂As

∂xq
dS (E.42)

由于

t ¯Φ= tsΦi j e s ¯e i e j = ttδt sΦi j e s ¯e i e j (E.43)

则有 ∮
∂Σ

t ¯Φdl =
∮
∂Σ

ttδt sΦi j e s ¯e i e j dl =
[∮

∂Σ

(
δt sΦi j

)
tt dl

]
e s ¯e i e j

=
Ó

Σ

np epqt
∂

∂xq

(
δt sΦi j

)
dS

e s ¯e i e j

=
Ó

Σ

np epqs
∂

∂xq

(
Φi j

)
dS

e s ¯e i e j

=
Ó
Σ

np epqse s ¯ ∂Φ

∂xq
dS

=
Ó
Σ

(
n ×eq

)¯ ∂Φ

∂xq
dS

=
Ó
Σ

(n ×∇)¯ΦdS

(E.44)

需要说明的是，该公式中的 (n×∇)¯Φ，应当理解为先对Hamilton算子 ∇做向量
运算（不包含微分运算），再对张量场Φ做包含Hamilton算子成分的微分运算。

E.8 薄膜振动方程的一般化推导

章节2.1.3中关于平面薄膜振动方程的推导方法，也可以推广至任意曲线坐标系。

注意，该推导过程中的具体项若全部展开，将会极其繁琐，这里仅列出基本思路，

不做严格证明，不过可以通过具体案例（如极坐标系）验证该推导过程的一般性。

首先根据定义2.1，不采用Monge形式，而是构建任意曲面参数 (ξ,η)向 Cartesian

坐标 (x, y, z)的微分同胚关系：

Σ (xΣ) :R2 3 xΣ =
[

ξ

η

]
7→Σ (xΣ) =


x(ξ,η)

y(ξ,η)

z = u(ξ,η)

 ∈R3 (E.45)

求解曲面上沿 x和 y方向参数曲线的切向量 Σξ和 Ση（即协变基向量 g i）：

Σξ = g ξ =
∂Σ

∂ξ
(ξ,η) =


∂x
∂ξ
∂y
∂ξ
∂u
∂ξ

 , Ση = g η =
∂Σ

∂η
(ξ,η) =


∂x
∂η
∂y
∂η

∂u
∂η

 (E.46)
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此时曲面单位法向量 n为

n = Σξ×Ση∣∣Σξ×Ση

∣∣ (E.47)

接下来，在应用广义 Stokes公式对薄膜微元进行线面积分转换时，会发现Hamilton

算子 ∇不太容易在 R3 空间中的任意曲面参数情形进行既定坐标系下的分量式展开，

所以这里需要提前对引理2.1进行进一步扩展。

推论 E.1 (内蕴形式广义 Stokes公式)

♥

对于R3空间中曲面形态上的张量场Φ，存在如下线积分到面积分的转化：∮
∂Σ

(t ¯Φ)dl =
Ó
Σ

(n ×∇Σ)¯ΦdS (E.48)

其中，¯表示任意许可的运算，包括点积、叉积和张量并。
符号 ∇Σ为曲面 Hamilton算子，区别于 R3空间中的 Hamilton算子 ∇，这里 ∇Σ

指代根据曲面参数 xΣ构建局部坐标基所形成的双参数Hamilton算子。

证明 在R3空间中的曲面形态上，沿曲面参数构建局部坐标基，从几何意义上讲刚好

为 (Σx ,Σy ,n)。此时R3空间中的Hamilton算子 ∇可以拆解为如下形式：

∇=∇Σ+n
∂

∂xn
(E.49)

其中，xn指代沿单位法向量 n方向的坐标参数。

将上式代回引理2.1中的广义 Stokes公式，则可得到：∮
∂Σ

(t ¯Φ)dl =
Ó
Σ

[
n ×

(
∇Σ+n

∂

∂xn

)]
¯ΦdS =

Ó
Σ

(n ×∇Σ)¯ΦdS (E.50)

由于曲面Hamilton算子 ∇Σ仅涉及沿曲面坐标线的变化率而与沿法向量 n方向的

变化率无关，所以称曲面形态下的广义 Stokes公式为内蕴形式广义 Stokes公式。

在曲线坐标系下，曲面Hamilton算子 ∇Σ的表达形式为

∇Σ = g i ∂

∂xi
= g ξ ∂

∂ξ
+g η ∂

∂η
(E.51)

可以看到，为了给出曲面Hamilton算子 ∇Σ的具体表达式，还需要提前计算出逆

变基向量 g i。具体方法如下：

1. 计算度量张量的协变分量矩阵：[
gi j

]= [
g ξ ·g ξ g ξ ·g η

g η ·g ξ g η ·g η

]
(E.52)

2. 计算度量张量的逆变分量矩阵（对矩阵求逆运算可以通过伴随矩阵来求解）：[
g i j

]
= [

gi j
]−1 (E.53)

3. 考虑到 g i = g i s g s，可以构造矩阵格式如下，对逆变基向量 g i 进行统一计算：[
g ξ g η

]
=

[
g ξ g η

][
g i j

]
(E.54)

有了曲面Hamilton算子∇Σ的表达式，则可以根据推论E.1给出薄膜振动时任意边
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界区域 ∂Σ上合力 F N 的大小：

F N = T
∮
∂Σ

(t ×n)dl = T
Ó
Σ

(n ×∇Σ)×ndS (E.55)

即薄膜单位面积上的合力为 T · [(n ×∇Σ)×n]。

特别针对“微扰动”情形的薄膜振动，可以进一步计算得到（忽略关于函数 u(ξ,η)

偏导数的高阶项）：

T · [(n ×∇Σ)×n] = (
T ·∇2u

)
k (E.56)

注意，上式中的 ∇是降维后使用曲面参数 (ξ,η)构造的二维平面 Hamilton算子，

本来与曲面Hamilton算子无关，但在“微扰动”情形下，可以视作 ∇2u ≈∇2
Σu。

而针对“一般扰动”情形1（关于函数 u(ξ,η)偏导数的高阶项需要保留），则不能

进行形如公式(E.56)的进一步化简（可以采用例如轴对称圆模情形进行反证）。

之后动力学方程的推导过程，则与前述章节内容完全一致。

正是因为有了以上描述，才可以完全明确薄膜振动方程矢量形式的一般性。当遇

到其他任意曲面参数时，无论是微扰动还是一般扰动情形，均具有相应的统一计算方

法。例如极坐标系下的微扰动情形，可以直接应用附录D.5最后部分计算好的柱坐标

系下的 Laplace算子展开形式（极坐标系是柱坐标系的二维形式），进行后续的运算求

解（无须计算曲面Hamilton算子）。

1考虑到薄膜在张紧形态下与弦一样并不能视为简单的弹性体模型，其形变产生的应力相比张力来说基
本可以忽略不计，所以薄膜可能产生各种形变状态，但一般仍将张力 T 的大小视为常数进行处理。



附录 F 特殊函数相关

F.1 Gamma函数

为了后续需要，首先给出 Γ（Gamma）函数的定义及其基本性质。

定义 F.1 (Γ函数的定义及其性质)

♣

在区间 (0,∞)上，Γ函数被定义为

Γ(x) =
∫∞

0
e−t t x−1dt (F.1)

其满足如下基本性质：

Γ(x +1) = xΓ(x) (F.2)

证明 根据 Γ函数的定义，其性质可通过分部积分法直接证明：

Γ(x +1) =
∫∞

0
e−t t xdt =−

∫∞

0
t xd

(
e−t )

=− t xe−t
∣∣∞

t=0 +x
∫∞

0
e−t t x−1dt = xΓ(x)

(F.3)

进一步，根据

Γ(1) =
∫∞

0
e−t dt = 1 (F.4)

可得到重要的递推公式：

Γ(n +1) = n!, n = 0,1,2, · · · (F.5)

所以，Γ函数可看作阶乘运算在实数或复数域的拓展。当定义域取正整数时，Γ(n+1)

即为阶乘 n!。�
笔记需要指出，Γ函数在区间 (−∞,0]上没有定义（积分不收敛）。

F.2 Bessel方程

在许多实际物理问题中，所建立的微分方程并非为常系数的方程，此时的求解将

会非常困难，解的形式也无法用初等函数进行表示。贝塞尔（Bessel）函数即为求解

Bessel方程时所建立的一类特殊函数。

定义 F.2 (Bessel方程)

♣

在区间 (0,∞)上，如下微分方程：

x2 d2 y

dx2
+x

dy

dx
+ (

x2 −ν2) y = 0 (F.6)

被定义为 ν阶 Bessel方程。其中，ν为任意非负常数，不一定为整数。
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对变系数微分方程的求解，通常的方法是采用幂级数解法，即令

y(x) = a0 +a1x +a2x2 +·· · =
∞∑

k=0
ak xk (F.7)

代回原微分方程，通过待定系数法给出无穷级数形式的通解。

但是，若采用公式(F.7)的构造形式代回方程(F.6)，阶数 ν的存在会给方程的求解

带来麻烦。此时合适的方法是改写为如下广义幂级数的构造形式：

y(x) = xρ
∞∑

k=0
ak xk =

∞∑
k=0

ak xk+ρ (F.8)

其中 ρ为待定常数。

再次将改写后的公式(F.8)代回方程(F.6)，可以得到：
∞∑

k=0
ak (k +ρ)(k +ρ−1)xk+ρ+

∞∑
k=0

ak (k +ρ)xk+ρ+
∞∑

k=0
ak xk+ρ+2 −

∞∑
k=0

akν
2xk+ρ = 0 (F.9)

重新整理上式，并将 x的同次幂合并，则有
∞∑

k=0

[
(k +ρ)2 −ν2]ak xk+ρ+

∞∑
k=2

ak−2xk+ρ = 0 (F.10)

上式需恒等于零，所以 x各次幂的系数均为零，可以导出：
a0

(
ρ2 −ν2

)= 0, k = 0

a1

[(
ρ+1

)2 −ν2
]
= 0, k = 1

ak

[(
ρ+k

)2 −ν2
]
+ak−2 = 0, k ≥ 2

(F.11)

由于总可以通过调整 ρ让 a0不为零，所以根据上式中的第一项可知 ρ = ±ν。这
两个根刚好对应方程(F.6)的两个解。

F.3 第一类 Bessel函数

首先考虑 ρ = ν的情形。将其代入公式(F.11)的后两式可逐个计算出 ak 的表达式

（除 a0以外）： 
a1 = 0

ak =− ak−2

k(k +2ν)
, k = 2,3, · · ·

(F.12)

根据上述迭代关系，当 k为奇数时，有 ak = 0；而当 k为偶数时，可通过变量替

换 k = 2m，由递推关系得到：

a2m = (−1)m

22mm!(1+ν)(2+ν)(3+ν) · · · (m +ν)
a0 (F.13)

将 ρ和 a2m的关系式一起代入(F.8)，可得到 Bessel方程(F.6)的一个特解：

y = a0

∞∑
m=0

(−1)m

22mm!(1+ν)(2+ν)(3+ν) · · · (m +ν)
x2m+ν (F.14)

上式中的 a0为一个任意常数，可以取其为

a0 = 1

2νΓ(ν+1)
(F.15)
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此时公式(F.14)中 2和 x的幂次数相同，可以合并同类项；同时，根据 Γ函数的基

本性质，即关系式(F.2)：

Γ(1+ν)[(1+ν)(2+ν) · · · (m +ν)] = Γ(2+ν)[(2+ν)(3+ν) · · · (m +ν)]

= ·· · = Γ(m +ν) · (m +ν) = Γ(m +ν+1)
(F.16)

最终公式(F.14)可写成一种简洁形式，一般用 Jν(x)表示：

Jν(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m +ν+1)

(x

2

)2m+ν
(F.17)

该特解 Jν(x)被称为 ν阶 Bessel函数。由上式易知，J0(0) = 1, Jν(0) = 0(ν> 0)。

当 ν取值为零和正整数时，即 ν = n(n = 0,1,2, · · · )，利用 Γ函数的递推公式(F.5)，

可得到整数阶的 Bessel函数表达式：

Jn(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!(m +n)!

(x

2

)2m+n
(F.18)

为方便直观理解，这里给出 n阶 Bessel函数的坐标曲线，如下图F.1所示：

𝑥
𝑂

0.2

0.4

2 4 6 8 10

0.6

0.8

1.0
𝐽0(𝑥)

𝐽1(𝑥)

𝐽2(𝑥)

图 F.1: n阶 Bessel函数的坐标曲线

可以看到，n阶 Bessel函数均呈现出类似带“衰减”特征的三角函数图形，且具

有无穷多个零点。

继续考虑 ρ = −ν 的情形，只需将公式(F.17)中 ν 替换为 ν 即可得到 Bessel 方

程(F.6)的另一个特解：

J−ν(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m −ν+1)

(x

2

)2m−ν
(F.19)

J±ν(x)统称为第一类 Bessel函数。

F.4 第二类 Bessel函数

第一类 Bessel函数给出了两个 Bessel方程(F.6)的特解 Jν(x)和 J−ν(x)。接下来需要

考虑两者的线性相关性，以决定如何最终给出 Bessel方程(F.6)的通解。

当 ν为整数时，根据公式(F.19)可写出：

J−n(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m −n +1)

(x

2

)2m−n
(F.20)
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由于当m−n+1 ≤ 0时，Γ函数发散，可理解为 Γ(m−n+1) →∞，即有 1
Γ(m−n+1) → 0。

因此，实际上只有从m = n开始，上式的求和才有非零数值：

J−n(x) =
∞∑

m=n

(−1)m

m!Γ(m −n +1)

(x

2

)2m−n
(F.21)

令m = k +n，再结合 Γ函数的递推关系式(F.5)，则上式可变换为

J−n(x) = (−1)n
∞∑

k=0

(−1)k

(k +n)!Γ(k +1)

(x

2

)2k+n

= (−1)n
∞∑

k=0

(−1)k

k !(k +n)!

(x

2

)2k+n
(F.22)

考虑上式与公式(F.18)的关系可知：

Jn(x) = (−1)n J−n(x) (F.23)

说明整数阶情形下，Jn(x)与 J−n(x)线性相关。

为了找到另一个与 Jν(x)线性无关的特解（无论 ν是否为整数），通常会引入如下

诺依曼（Neumann）函数Nν(x)：

Nν(x) = Jν(x)cosνπ− J−ν(x)

sinνπ
(F.24)

根据上式的构造可以看出，整数阶的 Neumann函数 Nn(x)应当理解为 ν→ n时，

Nν(x)的极限。

Neumann函数一般也被称为第二类 Bessel函数，用 Yν(x)表示。

综上，ν阶 Bessel方程(F.6)的通解可由两个线性无关的特解 Jν(x)和 Yν(x)组成，其

通解的形式可写为

y(x) = AJν(x)+BYν(x) (F.25)

其中，A和 B 为积分常数，由微分方程的边界条件确定。

同样为方便理解，这里给出第二类 Bessel函数 Yn(x)的坐标曲线，如下图F.2所示：

𝑥
𝑂

-1.0

-0.5

0.5

2 4 6 8 10

𝑌0(𝑥)
𝑌1(𝑥) 𝑌2(𝑥)

图 F.2: n阶第二类 Bessel函数的坐标曲线

�
笔记第二类 Bessel函数的构造方式看上去神乎其技，若要追根溯源，需要从微分方程

的朗斯基（Wrońskian）行列式开始讨论。这部分内容可参阅专门的数学物理方法书

籍，这里不做具体展开。
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F.5 修正 Bessel函数

原则上讲，前述两类 Bessel函数并未规定自变量不能是复数。但从实用角度来说，

自变量为纯虚数的 Bessel函数可以单独做一探讨，由如下方式引出。

Bessel方程(F.6)存在一种常见的变种，其方程形式如下：

x2 d2 y

dx2
+x

dy

dx
− (

x2 +ν2) y = 0 (F.26)

其中 x为实数。若令 t = jx，则有 x =−jt，再根据如下关系式：
dy

dx
= dy

−j ·dt
= j

dy

dt

d2 y

dx2
= d

dx

(
dy

dx

)
= j

d

dt

(
j
dy

dt

)
=−d2 y

dt 2

(F.27)

代回原方程(F.26)可转化为前述介绍的 ν阶贝塞尔方程(F.6)，故方程(F.26)也被称为

修正 Bessel方程（或虚宗量 Bessel方程）。

由于 ν阶贝塞尔方程(F.6)的其中一个特解为第一类 Bessel函数 Jν(x)，所以根据变

量替换易知修正 Bessel方程(F.26)的其中一个特解为 Jν
(
jx

)
。

但是 Jν
(
jx

)
的形式为复数，对于实系数方程(F.26)来说，在物理上并不方便进行探

讨，所以希望能通过某种方式构造出相对应的实数解。

当第一类 Bessel函数的自变量为纯虚数 jx（x为实数）时，根据公式(F.17)可以求

得函数值也为复数：

Jν
(
jx

)= ∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ(m +ν+1)

(x

2
j
)2m+ν

= jν
∞∑

m=0

1

m!Γ(m +ν+1)

(x

2

)2m+ν
(F.28)

此时根据上式的结构可以构建一个修正 Bessel方程(F.26)的实数解，如下：

Iν(x) = j−ν Jν
(
jx

)= ∞∑
m=0

1

m!Γ(m +ν+1)

(x

2

)2m+ν
(F.29)

Iν(x)被称为第一类修正 Bessel函数（或第一类虚宗量 Bessel函数）。

可以明显看出，当 x和 ν均为实数时，Iν(x)的函数值也为实数。另外由上式易知，

I0(0) = 1, Iν(0) = 0(ν> 0)。

进一步分析，对于整数阶的第一类修正 Bessel函数 In(x)来说，结合关系式(F.23)可

以得到：

I−n(x) = jn J−n
(
jx

)= jn

(−1)n
Jn

(
jx

)= j2n

(−1)n

[
j−n Jn

(
jx

)]= In(x) (F.30)

即 In(x)和 I−n(x)两者线性相关，同样不能构成修正 Bessel方程(F.26)的通解。

所以，需要仿照上一节类似的做法，继续定义与 Iν(x)线性无关（无论 ν是否为整

数）的第二类修正 Bessel函数（或第二类虚宗量 Bessel函数），如下：

Kν(x) = π

2sinνπ
[I−ν(x)− Iν(x)] (F.31)

同理，根据上式的构造可以看出，整数阶的第二类修正 Bessel函数 Kn(x)应当理

解为 ν→ n时，Kν(x)的极限。

下图F.3给出了 x > 0情形下，两类修正 Bessel函数 In(x)和 Kn(x)的坐标曲线。可
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以看到，In(x)是单调递增函数，而 Kn(x)是单调递减函数。

𝑥
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𝐼3(𝑥)

(a) 第一类修正 Bessel函数

𝑥
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𝐾2(𝑥)

𝐾3(𝑥)

(b) 第二类修正 Bessel函数

图 F.3:两类修正 Bessel函数的坐标曲线



附录 G 和声理论相关

G.1 和声可视化

在和声理论中，通常以十二音体系为基准对音乐进行调律。12这个数字的正约

数1较多，除了 1和自己以外，还包括 2，3，4，6四个。所以在实际选取单音进行音阶、

和弦或音程关系的构建时，十二平均律框架下将会产生许多具有对称结构的组合。

下图G.1将十二平均律的单音按顺序进行环绕表示，分别给出了以 2，3，4，6为

单音间隔所构建出的音阶、和弦或音程关系的可视化结果，可以明显看出这些情形下

音阶、和弦与音程关系的对称性。

(a) 两条全音音阶可视化 (b) 三组减七和弦可视化

(c) 四组增三和弦可视化 (d) 六组三全音可视化

图G.1:十二音体系下的和声对称性

无论音阶、和弦，还是音程关系，在选取构建音时，都大概率不会让音与音之间

的间隔完全相同，但也存在图G.1中所示的四种特例：

1约数也称为因数，指能将一个整数整除的整数。
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1. 全音音阶：以 2个半音为间隔，挑选出 6个音所构建出的音阶，组成正六边形。

按半音进行旋转，单从构建音角度来分析，总共只有两种不同的可能；

2. 减七和弦：以 3个半音为间隔，挑选出 4个音所构建出的和弦，组成正方形。按

半音进行旋转，单从构建音角度来分析，总共只有三种不同的可能；

3. 增三和弦：以 4个半音为间隔，挑选出 3个音所构建出的和弦，组成等边三角形。

按半音进行旋转，单从构建音角度来分析，总共只有四种不同的可能；

4. 三全音：以 6个半音为间隔，挑选出 2个音所构建出的音程关系，组成直线。按

半音进行旋转，单从构建音角度来分析，总共只有六种不同的可能。

可以进行验证，十二音体系下，无论通过其他何种方式所构建出的单音组合，均

不会具备以上四种特例的对称性质。

除此以外，根据减七和弦衍化出的两类减音阶：Whole-Half减音阶和Half-Whole

减音阶，也具有类似的对称性。为简化说明，下图G.2给出了由 C为起始音的减七和弦

所构造出的两类减音阶可视化结果。

(a) Whole-Half减音阶可视化 (b) Half-Whole减音阶可视化

图G.2:两种减音阶与减七和弦的对照关系

可以看到，无论是Whole-Half减音阶还是Half-Whole减音阶，均可以视作减七和

弦的某种“扩展”，无非是将 3个半音的间隔拆解为“2+1”或者“1+2”的组合。所

以尽管减音阶本身并不具备完全的对称性，但与减七和弦相同，如果按半音进行旋转，

单从构建音角度来分析，总共只有三种不同的可能。

按照上述逻辑进一步分析，增三和弦或三全音也可以基于这种“扩展”方式进行

拆解。不过对于增三和弦而言，4个半音的间隔如果拆解为“2+2”的组合，那本身便

是全音音阶；而如果拆解为“1+3”的组合，又并没有这种常用的音阶或和弦。三全音

的情形亦是如此。

G.2 常用调式音阶汇总对比

下表G.1给出了本书提及的所有调式音阶在十二平均律中的位置对比。其中，每

一个半音对应一个方格，到 7音后进入循环（即 7音与下一个 1音相连，而
Z
7音和下
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一个 1音之间会空一个方格），可以对不同调式音阶的音程关系有一个更清晰直观的

认知。

表G.1:常用调式音阶及不同的音程关系对比

Ionian 1 2 3 4 5 6 7

Dorian 1 2
Z
3 4 5 6

Z
7

Phrygian 1
Z
2

Z
3 4 5

Z
6

Z
7

Phrygian Dominant 1
Z
2 3 4 5

Z
6

Z
7

Lydian 1 2 3
\
4 5 6 7

Mixodylian 1 2 3 4 5 6
Z
7

Aeolian 1 2
Z
3 4 5

Z
6

Z
7

Locrian 1
Z
2

Z
3 4

Z
5

Z
6

Z
7

和声小调 1 2
Z
3 4 5

Z
6 7

中国五声音阶 1 2 3 5 6

平调子五声音阶 1 2
Z
3 5

Z
6

阴旋五声音阶 1 2
Z
3 5 6

东南亚五声音阶 1 3 4 5 7

印度五声音阶 1 3 4 5
Z
7

Jazz Minor 1 2
Z
3 4 5 6 7

Dorian
Z
2(Phrygian

^
6) 1

Z
2

Z
3 4 5 6

Z
7

Lydian Augmented(
\
5) 1 2 3

\
4

\
5 7

Lydian Dominant(
Z
7) 1 2 3

\
4 5 6

Z
7

Mixolydian
Z
6 1 2 3 4 5

Z
6

Z
7

Locrian
^
2(Half-diminished) 1 2

Z
3 4

Z
5

Z
6

Z
7

Super Locrian(Altered) 1
Z
2

Z
3

Z
4

Z
5

Z
6

Z
7

W/H-dim 1 2
Z
3 4

Z
5

Z
6 6 7

H/W-dim 1
Z
2

Z
3 3

Z
5 5 6

Z
7

Whole-tone 1 2 3
\
4

\
5

\
6

Bebop Dorian 1 2
Z
3

Z
4 4 5 6

Z
7

Bebop Dominant 1 2 3 4 5 6
Z
7 7

Bebop Major 1 2 3 4 5
Z
6 6 7

Bebop Minor 1 2
Z
3 4 5

Z
6 6 7

Minor Blues 1
Z
3 4

\
4 5

Z
7

Major Blues 1 2
\
2 3 5 6

G.3 级数和弦的功能属性汇总

下表G.2给出了七个级数和弦的功能属性汇总，可同时适用于大调和小调调式。另

外，当在小调中讨论和弦进行时（统一用大调级数表示），为了让 D → T的倾向更明
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显，将采用和声小调的属和弦（对于关系大调来说，即 IIIm变为 III）：

表G.2:级数和弦的功能属性汇总

级数和弦 功能属性 应用场景 Turnaround示例

I T 乐曲的起始与结束 I → ··· → I

V D 解决到主和弦 V → I

IV S

直接接到主和弦 IV → I

接到属和弦 IV → V → I

作为起始和弦 IV → V → (IIIm) → VIm

VIm T & S
替代主和弦 VIm → IV → I → V

衔接主/下属和弦 I → VIm → IV → V

IIIm D & T
小调的属和弦 VIm → V → IV → III

衔接主/下属和弦 I → IIIm → IV → V

IIm S 下属功能，比 IV更深沉 IIm → V → I

VII; D 属功能，但常用于小调的下属 VII;→ III → VIm

G.4 和声逻辑思维导图

和声理论的基础逻辑，即构造和弦“流动”的“倾向性”，由此引出两条基本线

路：功能和声与非功能和声。

功能和声需要构建强烈的从“紧张”到“释放”的过程，所以最根本的和弦进行

即为 V → I（属→主），只是和弦的使用上会产生不同的色彩（古典、流行、Jazz等）；

在此基础上，引入下属和弦（IV级和弦），构建和弦进行的缓冲区域。至此，产生了

三类基础的功能和弦：主（I）、下属（S）和属（D）。其余级数和弦均可囊括在这三大

类功能和弦中，进一步衍申出各类和弦进行的变种。

除此之外，在功能和声中，为了增加和弦进行的“刺激感”，一般会使用“离调”

和“转调”的手法。离调又可简单分为副属和弦、代理和弦与调式转换和弦三类。副

属和弦即构造临时的属→主，由此产生调性外的新和弦（如临时 II → V → I）；代理和

弦即通过各种逻辑原理（如无根音、三全音、共同音等），用其他色彩更突出的和弦取

代原有的和弦；调式转换和弦即根据不同调式的顺接和弦可以相互转换（如 C大调和

c小调），完成和弦替代。转调主要是通过一定的和声手法（如硬转、通过旋律的共同

音转，或构造临时 V → I转等）将调性完全转到其他调上（如升降 Key和同主音大小

调转换）。

非功能和声相比功能和声，其主要目的并非在构造“倾向性”，一般是为了展示

其他的和声色彩，比如调式音阶色彩、模进、分解琶音织体，或者就是为了强调十二

音体系的“公平性”。但这些手法大多远离了人类传统认知里对音乐“好听”的理解，

主要服务于其他特殊的乐曲写作目的（如场景刻画等）。

下图G.3展示了上述和声逻辑的全流程思维导图：
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和声逻辑

功能和声

Ⅴ→Ⅰ（属 → 主，正格终止）：紧张 → 释放 不同色彩：e.g. G7 → C，Gsus → C，Galt → Cmaj7

Ⅳ（下属和弦）

缓冲：Ⅳ → Ⅴ → Ⅰ

Ⅳ → Ⅰ（下属 → 主，变格终止）

特殊：12小节Blues（Ⅴ7 → Ⅳ7 → Ⅰ7）

和弦功能属性

主：Ⅰ，(Ⅵm)，(Ⅲm)

Ⅰ → Ⅵm(Ⅲm) → Ⅳ → Ⅴ

Ⅵm → Ⅳ → Ⅰ→Ⅴ

属：Ⅴ，Ⅶdim，(Ⅲm)

偏古典：K46 → Ⅴ7 → Ⅰ，N6 → Ⅴ7 → Ⅰ

偏现代：Ⅳ/Ⅴ(Ⅴsus9) → Ⅴ7 → Ⅰ

Ⅶ∅ → Ⅲ → Ⅵm

特殊：减和弦作为低音半音的过渡和弦（上下均可）

下属：Ⅳ，Ⅱm，(Ⅵm) Ⅰ → Ⅵm → Ⅳ(Ⅱm) → Ⅴ

离调

副属和弦 临时属 → 主

每一级和弦之前均可构造临时Ⅴ级：e.g. C7 → F，B7 → Em

引申：副下属和弦（构造临时Ⅳ级）

引申：临时Ⅱ  →  Ⅴ  →  Ⅰ

大调的临时Ⅱ级：小和弦

小调的临时Ⅱ级：减和弦

临时Ⅱ级也可以用临时Ⅴ级的副属和弦

代理和弦

大三和弦 ← 低小三度的小七和弦：e.g. F ← Dm，引申：Ⅱm7 ← Ⅶ♭add9（去掉根音）

属七和弦 ← 根音升高半音的减七和弦：e.g. G7 ← A♭dim7 / Bdim7 / Ddim7 / Fdim7

三全音代理 属和弦3/♭7音相同

常规代理：G7 ← D♭7，A7 ← E♭7（降二代五）

非常规代理：G7 → Cmaj7(G7 → D♭maj7)

共同音原则

大小和弦转换：e.g. F → G → A（Picardie三度）

假终止：e.g. Ⅴ → Ⅵm / Ⅵ♭ / Ⅱ♭maj7 / Ⅳ♯dim7 / Ⅳ♯∅

调式转换和弦 同主音的调式，级数和弦可以替换

七组顺接和弦：C大调 ↔ c小调

特殊：Ⅶ♭7 → Ⅰ（Backdoor和弦进行）

转调 硬转 / 通过旋律的共同音转 / 构造临时Ⅴ → Ⅰ转

升降Key

同主音大小调转换

非功能和声 需要构建功能和声以外的音乐逻辑

展示调式音阶色彩：e.g. 中古调式 / 小调三种模式 / 五声音阶...

模进，构建和弦排列：e.g. 四度和弦

分解琶音织体，构建纯色彩

强调无调性：e.g. 十二音体系

图G.3:和声逻辑思维导图



附录 H 相关电磁学基础

电磁学作为 19世纪物理学最重要的科学发现，奠定了第二次工业革命的理论基

础。本附录系统且高度凝练了相关知识体系，包括力-电-磁的相互转换，以及电磁波

的成因，借此为本书论述的电声设备收音-发声原理提供理论依据。

H.1 静电场

万物由原子组成，原子核外的电子以某种方式（如摩擦生电）在原子之间发生转

移即产生电现象。此时原子失去平衡，变为带电粒子（约定电子带负电，失去电子的

原子则带正电），也被称为电荷，电荷的移动即产生电流。

定理H.1 (库仑（Coulomb）定律)

♥

真空中处于静止的两个点电荷之间存在力相互作用。力 F 的大小与两个电荷所

带电量 q1和 q2的乘积成正比，与相互之间距离 r 的平方成反比，即

F ∝ q1q2

r 2 (H.1)

通过实验得到比例系数，并根据力的方向改写为矢量表达式，则有

F 12 = 1

4πε0
· q1q2

‖r 2 − r 1‖2
e12 = q1q2

4πε0
· r 2 − r 1

‖r 2 − r 1‖3 (H.2)

其中，ε0为真空中的介电常数，F 12为电荷 1向电荷 2施加的力，e12为电荷 1指

向电荷 2的单位向量，与两个点电荷的矢径 r 1和 r 2满足关系式 e12 = r 2−r 1
|r 2−r 1|。

Coulomb定律是通过实验总结的电学基本规律，是物理现象的本质解释。

电荷分正电荷与负电荷，所以公式(H.2)中的电荷带电量 q1和 q2可正可负，计算

出的矢量力 F 12也刚好符合电荷“同性相斥、异性相吸”的性质，为正时是斥力（与

e12方向一致），为负时是吸力（与 e12方向相反）。同时可验证 F 12 =−F 21，即两者刚

好组成一对相互作用力。

公式(H.2)中出现 π主要是为了计算方便，也可以提前直观理解为：任意电荷会在

空间的“四面八方”对另一电荷产生力作用，所以需要用到球体计算时的参数 π。基

于该分析，电荷的这种全空间作用性质，还可进一步引出电场和电场强度的概念。

定义H.1 (电场与电场强度)

♣

矢径为 r 0处的点电荷在其周围空间产生静电场。此时 r 处的电场强度 E 为

E = q0

4πε0
· r − r 0

‖r − r 0‖3 (H.3)

其中，q0为该点电荷的带电量。
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即，电场强度可以理解为单位电量的检验电荷在该静电场中所受的力。

根据场强叠加原理（实验结论，场强具有线性叠加性质），不同的 r i 取值对应不

同的点电荷带电量 qi，所产生的场强进行叠加，可以扩展为R3空间区域Ω0（体积为

V0）中自变量矢径 r 0的函数，此时 r 处的电场强度 E 可以转化为如下的积分形式：

E (r ) = 1

4πε0

n∑
i=1

qi
r − r i

‖r − r i‖3
= 1

4πε0

Ñ
Ω0

r − r 0

‖r − r 0‖3
dq (H.4)

以体电荷为例，有

E (r ) = 1

4πε0

Ñ
Ω0

ρ(r 0)
r − r 0

‖r − r 0‖3
dV0 (H.5)

其中，ρ(r 0)为自变量 r 0处的电荷密度。

定理H.2 (静电场的Gauss定理)

♥

R3空间区域Ω0（体积为 V0）中自变量矢径 r 0处的电荷（总带电量为 q0）所产

生的静电场，在同一空间任意区域Ω（体积为V，边界的光滑闭曲面用 ∂Ω表示）

中穿过闭合面积 S的电场强度通量（简称电通量）Φe可计算为

Φe =
Ó
∂Ω

E ·dS = q

ε0
(H.6)

其中，向量 S的方向指代闭曲面 ∂Ω的外法向，q为其内所包裹的总电荷量。

证明 先证明固定矢径 r 0处的点电荷情形。利用定义1.6介绍的 Dirac函数，可以将区

域Ω中的电荷密度 ρ(r )写为

ρ(r ) = q0δ(r − r 0) (H.7)

根据定义H.1，结合微积分中 Gauss公式的向量形式，有

Φe =
Ó
∂Ω

E ·dS =
Ñ
Ω

(∇·E )dV =
Ñ
Ω

q0

4πε0

(
∇· r − r 0

‖r − r 0‖3

)
dV (H.8)

考虑到引理1.8证明过程中的Dirac函数公式(1.162)，可知：

∇· r − r 0

‖r − r 0‖3
= 4πδ(r − r 0) (H.9)

则有
q0

4πε0

(
∇· r − r 0

‖r − r 0‖3

)
= q0δ(r − r 0)

ε0
= ρ(r )

ε0
(H.10)

代回公式(H.8)，则可得到：

Φe = 1

ε0

Ñ
Ω

ρ(r )dV = q

ε0
(H.11)

下面证明体电荷情形，即利用公式(H.5)作为电场强度的计算式，根据上述类似的

推导过程，结合Dirac函数的性质公式(1.153)，有（注意 ∇仅作用于 r 上）

∇·E = 1

4πε0
∇·

Ñ
Ω0

ρ(r 0)
r − r 0

‖r − r 0‖3
dV0 = 1

ε0

Ñ
Ω0

ρ(r 0)δ(r − r 0)dV0 = ρ(r )

ε0
(H.12)

之后的推导与点电荷情形完全相同。
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上述定理的证明过程可直接得到如下引理：

引理H.1 (静电场Gauss定理微分形式)

♥

对于静电场中任意一点，其电场强度 E 满足

∇·E = ρ

ε0
(H.13)

其中，ρ为该点的电荷密度。

考察静电场力的势能（简称电势）变化，可以得到其做功与路径无关的结论。

定理H.3 (静电场的环路定理)

♥

单位检验电荷在静电场中沿闭合路径移动一周，做功为零：∮
∂Σ

E ·dl = 0 (H.14)

其中，∂Σ为R3空间中曲面区域 Σ沿其边界的光滑闭曲线，l 为其切向量。

证明 先证明固定矢径 r 0处的点电荷情形。根据定义1.2的势能与势函数描述，静电场

中，从 a到 b点，电势的减少量 ∆U =Ua −Ub，等于单位检验电荷所做的功，有：

Ua −Ub =
∫b

a
E ·dl = q0

4πε0

∫b

a

r − r 0

‖r − r 0‖3
·dr = q0

4πε0

∫b

a

r − r 0

‖r − r 0‖3
·d(r − r 0) (H.15)

考虑沿矢径 r 方向的单位向量 er = r
‖r ‖ 的向量运算 er ·dr，转化为球坐标系视角，

结合附录D.1中关于球坐标系下的协变基向量表达式(D.19)，有

er ·dr = er ·
(
∂r

∂xi
dxi

)
= er ·

(
g i dxi

)
= er ·

(
e i

∥∥g i

∥∥dxi
)

= er ·
(
er dr +eθr dθ+eφr sinθdφ

)= dr

(H.16)

所以公式(H.15)继续化为

Ua −Ub = q0

4πε0

∫b

a

1

‖r − r 0‖2
d‖r − r 0‖ =− q0

4πε0
· 1

‖r − r 0‖
∣∣∣∣b

a
(H.17)

以上说明，点电荷情形下的静电场中，电势的减少（单位检验电荷所做的功）只

与起始位置有关，而与路径无关，由此得到闭合环路做工为零的结论（可以通过构造

闭合的往返路径来证明）。

体电荷情形的证明同理，具体证明过程从略。�
笔记定理H.3还有一种间接但更为简单的证明方法。以点电荷情形为例（体电荷情形

类似），利用引理1.8证明过程中的Dirac函数公式(1.162)，可将电场强度 E 改写为

E = q0

4πε0
·
(
−∇ 1

‖r − r 0‖
)
=−∇

(
q0

4πε0
· 1

‖r − r 0‖
)

(H.18)

上式表明，静电场中任意一点的电场强度 E 可以写作某个标量函数的梯度。根据

定理1.1的保守场/有势场的性质，即可得到定理H.3的静电场的环路定理。

性质静电场是保守场/有势场，场内处处旋度为零，即满足 ∇×E = 0。

若静电场中存在电介质（绝缘体，不导电），其内部会出现极化现象，产生极化

电荷 q ′（真空中的电荷可对应称为自由电荷），以及附加场强 E ′。定义极化强度矢量

P，用以辅助描述穿出单位面积的极化电荷量（具体微观原理为单位体积的偶极矩之
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和，这里不做具体展开），满足 P ·dS =−dq ′，进一步得到任意闭合曲面内极化强度矢

量的通量等于该闭合曲面内极化电荷的减少量，即有Ó
∂Ω

P ·dS =−q ′
(H.19)

令前述真空中的静电场强为 Ē，根据电场叠加原理，总场强 E = Ē +E ′，结合定

理H.2的静电场的 Gauss定理，有Ó
∂Ω

E ·dS =
Ó
∂Ω

(
Ē +E ′) ·dS = q +q ′

ε0
= q

ε0
− 1

ε0

Ó
∂Ω

P ·dS (H.20)

定义电位移矢量D = ε0E +P（真空情形 P = 0），上式可变换为Ó
∂Ω

(ε0E +P ) ·dS =
Ó
∂Ω

D ·dS = q (H.21)

上式表明，电介质存在的静电场中，通过任意闭合曲面的电位移通量，仍然等于

其内包裹的自由电荷总量（与极化电荷量无关）。

对于绝大多数各向同性的电介质，实验表明，其极化强度矢量 P 与总场强 E 存在

线性关系，此时电位移矢量D可进一步化简为

D = ε0E +P = εrε0E = εE (H.22)

其中，εr 为电介质的相对介电常数，ε为绝对介电常数。

总结来讲，无论是否存在电介质，与静电场性质相关的方程组可罗列如下：

Ó
∂Ω

D ·dS =
Ñ
Ω

ρdV = q ↔∇·D = ρ

∮
∂Σ

E ·dl = 0 ↔∇×E = 0

D = ε0E +P = εE

(H.23)

H.2 恒定磁场

恒定电流产生恒定磁场。磁场是对恒定电流之间相互作用力的一种具象化描述。

永久磁铁的磁场也是恒定磁场（可以看作是由分子尺度上的等效电流所引起的）。

定义H.2 (电流强度)

♣

令 ∆t 时间内通过截面 Σ的电荷总量为 ∆Q，定义通过该面的电流强度（简称电

流）I 为

I = lim
∆t→0

∆Q

∆t
= dQ

dt
(H.24)

由于点电荷带电量 q在截面 Σ上的积分即为电荷总量Q，上述定义也可改写为

I = 1

dt

Ï
Σ

dq

=
Ï
Σ

dq

dt
→ dI = dq

dt
(H.25)
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定义H.3 (电流密度)

♣

定义电流密度 j，描述单位时间流过垂直于电荷移动方向上单位面积 dS⊥的电

荷量及其方向，即有

j = dq

dt ·dS⊥
= dq

dt ·dS⊥
· dl

dl
= dq

dV
v = ρv (H.26)

其中，dl 为电荷移动方向的长度微元，dV = dS⊥ ·dl 为单位体积，ρ为该点的电

荷密度，v 为其速度。

根据以上定义，可知电流 I 和电流密度 j 存在如下关系：

j ·dS = ρv ·dS = ρdV

dt
= dq

dt
= dI →

Ï
Σ

j ·dS = I (H.27)

其中，向量 S的方向指代截面 Σ的外法向。

上式表明，电流 I 可以视作电流密度 j 穿过任意截面 Σ的通量。

定理H.4 (安培（Ampere）定律)

♥

真空中处于恒定的两段电流元之间存在力相互作用。力 F 的大小与两段线电流

元 I1dl1和 I2dl2的乘积成正比，与相互之间距离 r 的平方成反比，即

dF ∝ I1dl1 · I2dl2

r 2
(H.28)

通过实验得到比例系数，并根据力的方向改写为矢量表达式，则有

dF 12 = µ0

4π
· I2dl 2 × (I1dl 1 ×e12)

‖r 2 − r 1‖2
= µ0

4π
· I2dl 2 × [I1dl 1 × (r 2 − r 1)]

‖r 2 − r 1‖2
(H.29)

其中，µ0为真空中的磁导率，F 12为电流元 1向电流元 2施加的力，e12为电流元 1

指向电流元 2的单位向量，与两段电流元的矢径 r 1和 r 2满足关系式 e12 = r 2−r 1
|r 2−r 1|。

Ampere定律也是通过实验总结的电学基本规律，其所指出恒定电流之间的相互

作用力，被定义为磁力（或Ampere力）。可以看到，Ampere定律的公式形式与Coulomb

定律高度一致，但两次叉积运算并不直观，这里附加两点说明以便加深认知：

1. 电流元的相互作用力永远垂直于其本身的矢量方向（线电流元即 I dl）；

2. 同向电流元相互排斥，异向电流元相互吸引。

根据以上描述，加上使用右手定则判断叉积向量方向，可以明确电流元之间相互

作用力的具体方向。更进一步，与静电场一样，电流元的这种全空间作用性质，还可

进一步引出磁场和磁感应强度的概念。

定理H.5 (毕奥-萨伐尔（Biot-Savart）定律)

♥

矢径为 r 0处的电流元在其周围空间产生恒定磁场。此时 r 处的磁感应强度 B 为

dB = µ0

4π
· I0dl 0 × (r − r 0)

‖r − r 0‖3
(H.30)

其中，I0dl 0为矢径 r 0处的线电流元矢量。

磁感应强度同样可以理解为单位电流元在该恒定磁场中所受的力，但受力方向与
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磁感应强度矢量垂直（满足右手定则）。

性质关于判断磁感应强度矢量方向的 Ampere定则（右手螺旋定则）：

右手指向通电直导线的电流方向，四指缠绕方向为其产生的磁场方向；

四指沿通电线圈的电流方向握紧，大拇指所指方向为其产生的磁场方向。

与电场叠加原理类似，磁场也具有线性叠加性质。若将线电流元（单位面积的电

荷流量用 q表示）转化为电流密度 j 表示的体电流元：

I dl = dq

dt
dl =

(
dq

dV
v
)

dV = j dV (H.31)

则 r 处的磁感应强度 B 可以转化为如下的积分形式：

B (r ) = µ0

4π

Ñ
Ω0

j (r 0)× r − r 0

‖r − r 0‖3
dV0 (H.32)

其中， j (r 0)为R3空间区域Ω0（体积为 V0）中自变量 r 0处的电荷密度。

定理H.6 (恒定磁场的Gauss定理)

♥

R3空间中的恒定磁场，在同一空间任意区域 Ω（体积为 V，边界的光滑闭曲面

用 ∂Ω表示）中穿过穿过闭合面积 S的磁感应强度通量（简称磁通量）为

Φm =
Ó
∂Ω

B ·dS = 0 (H.33)

其中，向量 S的方向指代闭曲面 ∂Ω的外法向。

证明 以体电流元表示的磁感应强度情形为例，相比静电场的Gauss定理，这里想直接

对公式(H.33)进行求解并不容易。受公式(H.18)的启发，结合引理1.8证明过程中的Dirac

函数公式(1.162)和引理1.10介绍的含 Hamilton算子的函数积的微分运算式(1.165)，并

考虑到此时 ∇算子不作用于 j (r 0)，可将公式(H.32)改写为

B (r ) = µ0

4π

Ñ
Ω0

j (r 0)×
(
−∇ 1

‖r − r 0‖
)

dV0 =∇×
µ0

4π

Ñ
Ω0

j (r 0)

‖r − r 0‖
dV0

 (H.34)

上式表明，恒定磁场中任意一点的磁感应强度 B 可以写作某个向量函数的旋度。

根据定理1.2的管型场/无源场的性质，可知磁感应强度 B 的散度为零。

利用微积分中 Gauss公式的向量形式，所以有

Φm =
Ó
∂Ω

B ·dS =
Ñ
Ω

(∇·B )dV = 0 (H.35)

性质恒定磁场是管型场/无源场，场内处处散度为零，即满足 ∇·B = 0。

定理H.7 (Ampere环路定理)

♥

R3空间中的恒定磁场，磁感应强度 B在曲面区域 Σ沿其边界光滑闭曲线 ∂Σ（切

向量为 l）进行环路积分，其值等于通过该曲面区域 Σ的电流总和 I 的 µ0倍：∮
∂Σ

B ·dl =µ0I (H.36)

证明 以体电流元表示的磁感应强度情形为例，利用引理E.2的叉积运算恒等式(E.21)，
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计算磁感应强度 B 的旋度，有

∇×B = µ0

4π

Ñ
Ω0

∇×
(

j (r 0)× r − r 0

‖r − r 0‖3

)
dV0

= µ0

4π

Ñ
Ω0

[(
∇· r − r 0

‖r − r 0‖3

)
j (r 0)− (∇· j (r 0)

) r − r 0

‖r − r 0‖3

]
dV0

(H.37)

考虑到此时 ∇算子不作用于 j (r 0)，有 ∇· j (r 0) = 0，再结合引理1.8证明过程中的

Dirac函数公式(1.162)和Dirac函数的性质公式(1.153)，可知：

∇×B = µ0

4π

Ñ
Ω0

(
∇· r − r 0

‖r − r 0‖3

)
j (r 0)dV0 =µ0

Ñ
Ω0

δ(r − r 0) j (r 0)dV0 =µ0 j (r ) (H.38)

利用微积分中 Stokes公式的向量形式，所以有∮
∂Σ

B ·dl =
Ó
Σ

(∇×B ) ·dS =µ0

Ó
Σ

j ·dS =µ0I (H.39)

其中，向量 S的方向指代闭曲面 Σ的外法向。

上述定理的证明过程可直接得到如下引理：

引理H.2 (Ampere环路定理微分形式)

♥

对于恒定磁场中任意一点，其磁感应强度 B 满足

∇×B =µ0 j (H.40)

其中， j 为该点的电流密度。

若恒定磁场中存在磁介质（泛指一切物质），其内部会出现磁化现象，产生磁化

电流 I ′（真空中的电流可对应称为传导电流），以及附加磁感应强度 B ′。定义磁化强

度矢量M，用以辅助描述任意闭合曲线 ∂Σ（切向量为 l）中环路积分得到的磁化电流

量（具体微观原理为单位体积的分子磁矩之和，这里不做具体展开），满足∮
∂Σ

M ·dl = I ′ (H.41)

令前述真空中的磁感应强度为 B̄，根据磁场叠加原理，总磁感应强度 B = B̄ +B ′，

结合定理H.7的 Ampere环路定理，有∮
∂Σ

B ·dl =
∮
∂Σ

(
B̄ +B ′) ·dl =µ0

(
I + I ′

)=µ0I +µ0

∮
∂Σ

M ·dl (H.42)

定义磁场强度矢量 H 满足 B =µ0(H +M)（真空情形M = 0），上式可变换为∮
∂Σ

(
B

µ0
−M

)
·dl =

∮
∂Σ

H ·dl = I (H.43)

上式表明，磁介质存在的恒定磁场中，对磁场强度进行环路积分，仍然等于通过

该包裹曲面的传导电流总量（与磁化电流量无关）。

对于绝大多数各向同性的磁介质，实验表明，其磁化强度矢量M与磁场强度矢量

H 存在线性关系，此时总场强 B 可进一步化简为

B =µ0(H +M) =µrµ0H =µH (H.44)

其中，µr 为磁介质的相对磁导率，µ为绝对磁导率。
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总结来讲，无论是否存在磁介质，与恒定磁场性质相关的方程组可罗列如下：

Ó
∂Ω

B ·dS = 0 ↔∇·B = 0

∮
∂Σ

H ·dl =
Ó
Σ

j ·dS = I ↔∇×H = j

B =µ0(H +M) =µH

(H.45)

H.3 Lorentz力

考虑电磁场耦合的复合矢量场 u(r ) = E (r ) + B (r )，代入体积形态表示的电场

强度公式(H.5)和磁感应强度公式(H.32)，并结合引理H.1的静电场 Gauss定理微分形

式(H.13)和引理H.2的 Ampere环路定理微分形式(H.40)，可以得到：

u(r ) = E (r )+B (r ) = 1

4πε0

Ñ
Ω0

ρ(r 0)
r − r 0

‖r − r 0‖3
dV0 + µ0

4π

Ñ
Ω0

j (r 0)× r − r 0

‖r − r 0‖3
dV0

= 1

4π

Ñ
Ω0

∇̄ ·E (r 0)

(
r − r 0

‖r − r 0‖3

)
dV0 + 1

4π

Ñ
Ω0

∇̄×B (r 0)×
(

r − r 0

‖r − r 0‖3

)
dV0

= 1

4π

Ñ
Ω0

∇̄ ·u(r 0)

(
r − r 0

‖r − r 0‖3

)
dV0 + 1

4π

Ñ
Ω0

∇̄×u(r 0)×
(

r − r 0

‖r − r 0‖3

)
dV0

(H.46)

其中，∇̄是作用于 R3空间区域 Ω0（体积为 V0）中自变量矢径 r 0的 Hamilton算

子。上式与定理1.3的Helmholtz分解形成呼应（电场强度 E 为无旋场，磁感应强度 B

为无散场），并与Helmholtz分解的定量化公式(1.177)具有完全统一的形式，是数学原

理在真实物理世界中完美映射的体现。

进一步考察带电粒子在复合电磁场中的受力现象，可引出如下定义：

定义H.4 (洛伦兹（Lorentz）力)

♣

电磁场中的运动带电粒子受到力 F 的作用，定义为洛伦兹（Lorentz）力，满足

F = q(E +v ×B ) (H.47)

其中，q为带电粒子的电荷量，v 为带电粒子的运动速度。

Lorentz力实际是通过实验发现的基本物理规律，但也可以通过定理H.4的 Ampere

定律进行导出，具体证明过程如下：

证明 带电粒子在电场中的受力 F e = qE 可根据 Coulomb定律直接得到，这里主要考

虑磁场中的受力 F m。当带电粒子处于运动状态时，结合定理H.4的 Ampere定律和定

理H.5的 Biot-Savart定律，电流元 1向电流元 2施加的力 F 12可转化为

dF 12 = I2dl 2 ×dB → dF 2 = I2dl 2 ×B (H.48)

其中，为了得到电流元 2在完整场强中所受的力，将电流元 1所产生单位磁感应

强度进行了积分。随后，将上式的下标均去掉，结合体电流元转换公式(H.31)，再次
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进行积分，可得到任意带电粒子在磁场中所受的完整力 F m，如下：

dF m = I dl ×B = j dV ×B → F m =
Ñ
Ω

ρvdV ×B = qv ×B (H.49)

其中，Ω为带电粒子所包裹的区域，体积为 V。

将电场力 F e和磁场力 F m相加，即可得到 Lorentz力的完整表达形式(H.47)。

从以上推导可以看到，恒定磁场中的 Ampere力和 Lorentz力，分别从宏观和微观

的角度描述了磁力现象。

H.4 电磁感应

电可以产生磁，一个直观的想法即磁理应也可反向产生电。

定理H.8 (法拉第（Faraday）电磁感应定律)

♥

任意回路中，磁通量Φm随时间 t 的改变会产生感应电动势 E，且满足

E =
∮
∂Σ

E ·dl =−dΦm

dt
=−

Ó
Σ

∂B

∂t
·dS (H.50)

其中，∂Σ为 R3空间中曲面区域 Σ沿其边界的光滑闭曲线，l 为其切向量，S指

代闭曲面 Σ的外法向。

Faraday电磁感应定律可以通过一些基本假设，利用数学推导得出其定量表达式，

但这里还是将其视作与前述定理类似的基本物理现象的归纳总结。

根据 Faraday电磁感应定律的描述，磁通量的改变可以有两种方式，一种是磁场

本身随时间发生变化，另一种是电流回路发生变化（产生切割磁感线现象），前者被

称作感生电动势，后者被称作动生电动势。

为了更形象化总结 Faraday电磁感应定律，可以采用楞次（Lenz）定律的描述，即

感应电流的产生，总是要“阻碍”其产生的原因。事实上，这也是电磁现象能量守恒

的一种表现。此外，Lenz定律可以较方便地判断感应电流的方向。

利用微积分中 Stokes公式的矢量形式，公式(H.50)可进一步变化为：∮
∂Σ

E ·dl =
Ó
Σ

(∇×E )dS =−
Ó
Σ

∂B

∂t
·dS →∇×E =−∂B

∂t (H.51)

由于静电场的旋度处处为零，所以公式(H.50)和(H.51)也可作为对电场强度 E的一

种统一描述（其旋度只对应磁场变化的部分）。

H.5 Maxwell方程组

自此，关于电磁学的相关理论已基本阐述完毕，目前还只剩下最后一块遗漏之处。

从公式(H.51)可以看到，静电场与变化的磁场均囊括在内，相对应地，具有相同形式

的公式(H.45)第二式却只有恒定磁场，而没有变化的电场。
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对公式(H.45)的第二式（以微分形式为例）两边求散度，结合引理1.7的场论恒等

式(1.139)，会得到一个不够完备的关系式：

∇· (∇×H) =∇· j = 0 (H.52)

考虑到与章节1.4中流体的连续性方程(1.49)相同，电荷流动也可以推导出：
∂ρ

∂t
+∇·ρv = ∂ρ

∂t
+∇· j = 0 (H.53)

根据上式，对于静电场来说，电荷密度 ρ不随时间发生变化，所以电流密度 j 的

散度确实为零。但如果是变化的电场，则必须要对公式(H.45)的第二式进行改写。

利用公式(H.23)的第一式（微分形式），可将公式(H.53)变换为

∇· j =−∂ρ

∂t
=−∇·

(
∂D

∂t

)
(H.54)

所以，为了抵消公式(H.52)中 ∇ · j 带来的不合理性，只需将公式(H.45)的第二式

（微分形式）改写为下式即可：

∇×H = j + j d = j + ∂D

∂t
(H.55)

其中，加入的新项 j d被称为位移电流密度，其对应曲面区域 Σ内进行积分后的

电流项 Id被称为位移电流。

综上所述，可以得到如下被称作麦克斯韦（Maxwell）方程组的电磁学统一理论：

定义H.5 (麦克斯韦（Maxwell）方程组)

♣

积分形式（Ω,Σ等符号体系与前述保持一致）：

Ó
∂Ω

D ·dS = q

∮
∂Σ

E ·dl =−
Ó
Σ

∂B

∂t
·dS

Ó
∂Ω

B ·dS = 0

∮
∂Σ

H ·dl =
Ó
Σ

(
j + ∂D

∂t

)
·dS

(H.56)

微分形式： 

∇·D = ρ

∇×E =−∂B

∂t

∇·B = 0

∇×H = j + ∂D

∂t

(H.57)

其中，

D = ε0E +P , B =µ0(H +M) (H.58)
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Maxwell方程组的积分形式，从宏观层面描述电磁场特征，采用的视角为矢量在

某区域内的通量和环量；而微分形式，则从微观层面描述电磁场特征，采用的视角为

矢量在某点处的散度和旋度。�
笔记与Maxwell方程组相互配合的还有一组介质方程，分别描述了介质的电磁性质：

D −E极化关系、B −H磁化关系，以及 j −E导电关系。前两者已在前述进行介绍（注

意不是公式(H.58)，该公式普遍成立，与介质性质无关），对于各向同性介质，分别满

足 D = εE 和 B = µH；而最后一个 j −E 导电关系，其实是电路中欧姆（Ohm）定律

（恒定条件下通过导体的电流与其两端电势差成正比）的微分形式，在均匀导电介质

中满足 j =σE，其中 σ为电导率。

H.6 电磁波

Maxwell方程组以极其精简的方式，给出了电磁学相关的所有知识内容，理论上

可以解决一切电磁学问题。作为典型案例，下面将直接通过对Maxwell方程组进行变

换，导出电磁波的表达形式。

在自由空间（没有电荷和传导电流）中，以各向同性介质为例，Maxwell方程组

的微分形式(H.57)可化为 

∇·E = 0

∇×E =−∂B

∂t

∇·B = 0

∇×B = εµ
∂E

∂t

(H.59)

对上式第二式再求旋度，结合引理1.9的场论恒等式(1.163)，可得：

∇× (∇×E ) =∇(∇·E )−∇2E =−∇2E (H.60)

同时，根据公式(H.59)的第二式和第四式，有

∇× (∇×E ) =− ∂

∂t
∇×B =−εµ∂2E

∂t 2
(H.61)

联立上两式，可以得到形如章节1.4和1.5中的波动方程：

∂2E

∂t 2
= c2 ·∇2E (H.62)

从公式(H.59)的第四式开始再求旋度，同理可得：

∂2B

∂t 2
= c2 ·∇2B (H.63)

其中，公式(H.62)和(H.63)中的波速 c均为

c =
√

1

εµ
(H.64)

公式(H.62)和(H.63)表明，若存在一定激励，电场或磁场将会在自由空间中以波动
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的形式向远处进行传递，同时变化的电场产生磁场，变化的磁场又产生电场，如此交

织往复，形成“永不消逝的电波”。

例题H.1试计算真空中的电磁波波速。

解根据前述推导，真空情形下，极化强度矢量 P 和磁化强度矢量M 均为零，相对应

的电磁波波速计算式(H.64)将会变为

c =
√

1

ε0µ0
(H.65)

国际单位制（SI制）中，真空中的介电常数 ε0 = 8.854187817×10−12 C2/N ·m2，真

空中的磁导率 µ0 = 4π×10−7 N/A2，代入上式可得真空中的电磁波波速 c ≈ 2.99792458×
108 m/s。此结果与真空中测得的光速一致，说明光是一种电磁波。

例题H.2试分析平面电磁波模型的相关特征。

解这里采用 Cartesian坐标系做一简要记录。将电磁波考虑成与章节1.6.2相同的平面

波情形，即波动行为只依赖于单一直线方向的影响，对 R3空间的 d’Alembert行波解

公式(1.229)进行简化，结合弦振动无穷级数形式的一般解公式(2.23)，采用正向传播的

单一频率正弦波特解（单色波）进行构造（电磁波的初始激励大多为固定频率的周期

信号），有

E (r , t ) = E 0 sin
[ωe

c
(m · r − ct )+φe

]
, B (r , t ) = B 0 sin

[ωm

c
(n · r − ct )+φm

]
(H.66)

其中，E 0和 B 0分别为与电场强度 E 和磁感应强度 B 同向或反向的常向量，两者

的模长 ‖E 0‖和 ‖B 0‖可视作振幅；单位常向量m和 n指代两者波的传播方向；ωe,φe

和 ωm,φm分别代表两者波的角频率和初始相位。

考虑到公式(H.59)的第一式和第三式，电场强度 E 和磁感应强度 B的散度均为零，

根据章节1.6.2的论述可知m ·E = 0和 n ·B = 0，即两者均为横波。

将公式(H.66)代回公式(H.59)的第二式，结合引理1.10介绍的含Hamilton算子的函

数积的微分运算式(1.165)，有

∇×E =∇sin
[ωe

c
(m · r − ct )+φe

]
×E 0

= ωe

c
cos

[ωe

c
(m · r − ct )+φe

][
(m · i ) i + (

m · j
)

j + (m ·k)k
]×E 0

= ωe

c
cos

[ωe

c
(m · r − ct )+φe

]
m ×E 0

(H.67)

而

−∂B

∂t
=ωm cos

[ωm

c
(n · r − ct )+φm

]
B 0 (H.68)

上两式恒相等，所以 
m = n, ωe =ωm, φe =φm

1

c
m ×E 0 = B 0 → 1

c
m ×E = B

(H.69)

同理，若将公式(H.66)代回公式(H.59)的第四式，还可得到：

n ×B 0 =−1

c
E 0 → n ×B =−1

c
E (H.70)
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即，电磁波的传播方向、频率和初始相位均相同，振动幅值成比例，满足 ‖E 0‖ =
c‖B 0‖，且电场强度 E、磁感应强度 B，以及电磁波传播方向m或 n两两垂直，构成

右手系。

将以上描述绘制成波形图，则如下图H.1所示：

𝒎,𝒏

𝑬

𝑩

𝑩0

𝑐 𝑩0

图H.1:平面电磁波传播示意图
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Ampere定律, 240

Ampere定则, 241

Ampere环路定理, 241

Ampere环路定理微分形式, 242

Ampere力, 240
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Coulomb定律, 236

D

d’Alembert行波解, 49
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Dirac函数, 38

Dirichlet条件, 80

Dorian调式, 133

E

Eddington张量（置换张量）, 206

Einstein求和约定, 5

Euclidean空间, 5

Euler方程, 18

Euler公式, 56

F

Faraday电磁感应定律, 244

Flamenco音乐, 135

Fourier变换对, 87

Fourier变换, 78

Fourier积分, 84

Fourier积分复指数展开, 88

Fourier级数, 78

Fourier级数复指数展开, 86

G

Γ（Gamma）函数, 225

Gauss公式向量形式, 17

Gauss公式向量形式推论, 18

广义 Gauss公式, 27

广义Hooke定律, 32

广义 Kronecker符号, 206

广义 Stokes公式, 68

H

Hamilton算子, 17

Helmholtz分解, 37

Helmholtz音高记号法, 118

Helmholtz运动, 104

恒定磁场 Gauss定理, 241

Hooke定律, 9

I

Ionian调式, 133

J

Jacobi矩阵, 204

Jazz旋律小调音阶, 141
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静电场 Gauss定理, 237

静电场 Gauss定理微分形式, 238

K

Kronecker符号, 203

Kronecker函数, 179

L

Lamé常数, 33

Lamé系数, 212

Laplace场, 43

Laplace算子, 22

Lenz定律, 244

Levi-Civita符号（置换符号）, 205

连续时间 Fourier变换, 89

离散 Fourier变换, 186

离散时间 Fourier变换, 184

离散时间 Fourier积分, 184

离散时间 Fourier级数, 184

Locrian调式, 137

Lorentz力, 243

Lydian调式, 135

M

Maclaurin公式, 195

Maxwell方程组, 245

Mersenne公式, 98

Mixolydian调式, 136

Monge形式, 66

N

Nabla算子, 196

Neapolitan和弦, 134

Neapolitan六和弦, 126

内蕴形式广义 Stokes公式, 223

Neumann函数, 228

Newton第二定律, 8

O

Ohm定律, 246

P

Phrygian调式, 134

Picardie三度, 148

Poisson比, 33

R

rect函数, 85

Riemann空间, 5

S

sgn函数, 76

sinc函数, 86

Stokes公式向量形式, 21

T

Taylor展开, 10

W

Wrońskian行列式, 228

X

修正（虚宗量）Bessel方程, 113

修正（虚宗量）Bessel函数, 113

Y

Young模量, 33

Z

周期函数 Fourier变换, 90

周期函数离散时间 Fourier变换, 185

周期 rect函数, 87
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