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序章：写在前面

0.1 雅可比（Jacobi）矩阵的引入

0.1.1 泰勒（Taylor）展开

泰勒（Taylor）展开式：

f (x) = f (x0)+ f ′ (x0)

1!
(x −x0)+ f ′′ (x0)

2!
(x −x0)2 + . . .+ f (n) (x0)

n!
(x −x0)n (1)

证明. 首先对于任意连续函数，可以考虑 n次多项式拟合，如下：

f (x) = a0 +a1x +a2x2 + . . .+an xn (2)

对上式进行连续求导得：

f ′(x) = a1 +2 ·a2x + . . .+n ·an xn−1

f ′′(x) = 1 ·2 ·a2 + . . .+ (n −1)(n) ·an xn−2

· · · · · ·
f (n)(x) = 1 ·2 ·3 · . . . (n −2) · (n −1) · (n)an

(3)

令 x = 0，可得下面被称为 n次多项式的麦克劳林（Maclaurin）公式：

f (x) = f (0)+ f ′(0)

1!
x + f ′′(0)

2!
x2 + . . .+ f (n)(0)

n!
xn (4)

显然，多项式拟合也可以以 (x −x0)的幂次展开，即写成，

f (x) = A0 + A1 (x −x0)+ A2 (x −x0)2 + . . .+ An (x −x0)n (5)

再按上述方法进行求解，便可得到 Taylor展开的表达式。

对上述一元函数的 Taylor展开进行拓展：

多元函数（仅保留一阶项）：

f (x1, x2, · · · , xn) ≈ f (0,0, · · · ,0)+ ∂ f

∂x1
x1 + ∂ f

∂x2
x2 +·· ·+ ∂ f

∂xn
xn

= f (0,0, · · · ,0)+
n∑

i=1

∂ f

∂xi
xi

(6)
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上式中的求和部分也可以写成矩阵形式：

n∑
i=1

∂ f

∂xi
xi =

[
∂ f
∂x1

∂ f
∂x2

· · · ∂ f
∂xn

]


x1

x2
...

xn

 (7)

多元向量值函数：
f1(x1, x2, · · · , xn)

f2(x1, x2, · · · , xn)

· · ·
fm(x1, x2, · · · , xn)

≈


f1(0,0, · · · ,0)

f2(0,0, · · · ,0)

· · ·
fm(0,0, · · · ,0)

+ JaccobiMatrix


x1

x2
...

xn

 (8)

其中，JaccobiMatrix为雅可比（Jacobi）矩阵，满足

JaccobiMatrix =


∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

· · · ∂ f1
∂xn

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

· · · ∂ f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂ fm
∂x1

∂ fm
∂x2

· · · ∂ fm
∂xn


m×n

(9)

0.1.2 多重积分的换元积分

对于重积分来说，Jacobi行列式其实就是全微分的另一种表示形式：(
dx

dy

)
=

(
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)(
dr

dθ

)
(10)


dx

dy

dz

=


∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂ϕ




dr

dθ

dϕ

 (11)

柱坐标系可以表示为如下向 Cartesian坐标系的映射关系（微分同胚）：

X (x) :R3 3 x =
[

r

θ

]
7→ X (x) =

[
r cosθ

r sinθ

]
∈R3 (12)

考察上述映射关系的雅可比（Jacobi）矩阵，有：

J = ∂(x, y)

∂(r,θ)
=

[
∂X i

∂x j

]
=

[
cosθ −r sinθ

sinθ r cosθ

]
= [

gr gθ

]
(13)
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求圆的面积：

S =
Ï

d(x, y) =
Ï∣∣gr ×gθ

∣∣d(r,θ) =
∫2π

0
dθ

∫r

0
r dr =πr 2 (14)

球坐标系可以表示为如下向 Cartesian坐标系的映射关系（微分同胚）：

X (x) :R3 3 x =


r

θ

ϕ

 7→ X (x) =


r sinθcosϕ

r sinθ sinϕ

r cosθ

 ∈R3 (15)

考察上述映射关系的雅可比（Jacobi）矩阵，有：

J = ∂(x, y, z)

∂(r,θ,ϕ)
=

[
∂X i

∂x j

]
=


sinθcosϕ r cosθcosϕ −r sinθ sinϕ

sinθ sinϕ r cosθ sinϕ r sinθcosϕ

cosθ −r sinθ 0

= [
gr gθ gϕ

]
(16)

求球的体积：

S =
Ñ

d(x, y, z) =
Ñ∣∣gr ×gθ ·gϕ

∣∣d
(
r,θ,ϕ

)=∫2π

0
dϕ

∫π

0
dθ

∫r

0
r 2 sinθdr = 4

3
πr 3 (17)

推广至 N 维球体，进行一般化推导可得：

维度 1 2 3 · · · N

体积 2r πr 2 4
3πr 3 · · · πn/2

(n/2)! r
n

表面积 2 2πr 4πr 2 · · · n πn/2

(n/2)! r
n−1

这里阶乘的定义需要扩充至实数域的 Γ（Gamma）函数，见附录章节A.1。
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1 矩阵求导（微分）

1.1 导数表示形式

严谨写法：

Jacobi矩阵转置形式：

∂

∂x
=

[
∂ f
∂x1

∂ f
∂x2

· · · ∂ f
∂xn

]>
(18)

Jacobi矩阵形式：

∂

∂x> =
[

∂ f
∂x1

∂ f
∂x2

· · · ∂ f
∂xn

]
(19)

人工智能与深度学习领域，大多并不区分两者整体的偏微分写法，需自行分辨。

1.2 基本关系式

注 以下关系式中，偏导数的矩阵形式，全部与 Jacobi矩阵互为转置关系。

1. 标量函数对标量的导数：

全微分关系式：

y = f (x) ⇒ dy = f ′(x)dx = d f

dx
dx (20)

2. 标量函数对向量的导数：

全微分关系式：

y = f (x) ⇒ dy =
[

∂ f
∂x1

∂ f
∂x2

· · · ∂ f
∂xn

]


dx1

dx2
...

dxn

=
[
∂ f

∂x

]>
dx (21)

3. 向量函数对向量的导数：

全微分关系式：

y = f (x) ⇒ dy =


dy1

dy2
...

dym

=


∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

· · · ∂ f1
∂xn

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

· · · ∂ f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂ fm
∂x1

∂ fm
∂x2

· · · ∂ fm
∂xn




dx1

dx2
...

dxn

=
[
∂ f

∂x

]>
dx (22)
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4. 标量函数对矩阵的导数：

全微分关系式：

y = f (X ) ⇒ dy = tr




∂ f
∂X11

∂ f
∂X21

· · · ∂ f
∂Xn1

∂ f
∂X12

∂ f
∂X22

· · · ∂ f
∂Xn2

...
...

. . .
...

∂ f
∂X1m

∂ f
∂X2m

· · · ∂ f
∂Xnm




dX11 dX12 · · · dX1n

dX21 dX22 · · · dX2n
...

...
. . .

...

dXm1 dXm2 · · · dXmn




= tr

([
∂ f

∂X

]>
dX

)
(23)

5. 矩阵函数对矩阵的导数：

首先定义矩阵向量化（按列优先）：

vec(X ) = [X11, . . . , Xm1, X12, . . . , Xm2, . . . , X1n , . . . , Xmn]>mn×1 (24)

则对照向量函数对向量的导数，有全微分关系式：

vec(Y ) = vec(F )[vec(X )] ⇒ vec(dY ) =
[
∂F

∂X

]>
vec(dX ) (25)

注意按照上述定义，标量函数对矩阵的导数为mn ×1的矩阵，与前述标量函数对

矩阵的导数形式不兼容，不能混用。

1.3 常用运算法则

微分运算法则：

d(X +Y ) = dX +dY , d(X Y ) = (dX )Y +X dY , d
(
X >)= (dX )> (26)

迹运算法则：

dtr(X ) = tr(dX ), a = tr(a), tr
(
X >)= tr(X )

tr(X ±Y ) = tr(X )± tr(Y ), tr(X Y ) = tr(Y X )
(27)

最后一式中要求 X 与 Y >维度相同。

向量化运算法则：

vec(X +Y ) = vec(X )+vec(Y ), vec(AX B) = (
B T ⊗ A

)
vec(X ) (28)

其中，⊗表示 Kronecker积。Am×n与 Bp×q 的 Kronecker积为 A⊗B = [
Ai j B

]
mp×nq。

Kronecker积运算法则：

(X ⊗Y )> = X >⊗Y > (29)
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1.4 复合函数求导

Jacobi矩阵转置形式：

y = f [h(x)] ⇒ dy =
[
∂ f

∂h

]>
dh =

[
∂ f

∂h

]>[
∂h

∂x

]>
dx =

[
∂h

∂x

∂ f

∂h

]>
dx (30)

所以有，

∂y

∂x
= ∂h

∂x

∂ f

∂h
(31)

Jacobi矩阵形式：

y = f [h(x)] ⇒ dy = ∂ f

∂h
dh = ∂ f

∂h

∂h

∂x
dx (32)

所以有，

∂y

∂x
= ∂ f

∂h

∂h

∂x
(33)
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2 线性回归

2.1 最小二乘估计

例 2.1 最小二乘估计的理解：

最小二乘估计最简单的实例即为：二维平面坐标系里有多于两个的数据点，现需找

寻一条直线使得所有点到直线的 y方向距离最近。这时需要把所有点相对直线的距离误

差加起来，再对参数直线的两个参数进行求导，并令导数为零，求解出两个参数。

如果考虑到 n维空间，则最小二乘的数学化表达如下：

考虑 X ∈Rm×n , y ∈Rm，其中矩阵 X 为列满秩。求ω∗ ∈Rn，满足∣∣Xω∗− y
∣∣
Rm = inf

ω∈Rn

∣∣Xω− y
∣∣ (34)

2.2 微分学方法

构建矩阵计算式：

∣∣Xω− y
∣∣2
Rm = (

Xω− y , Xω− y
)
Rm = (

Xω− y
)> (

Xω− y
)

(35)

根据上式的计算结果，然后对每一个ωi (i = 1, . . .n)进行求导，最终令这 n个导数式

为 0，求解出 ω∗。

2.3 矩阵求导与复合函数求导

定义 Loss函数 L(ω) = (
Xω− y

)> (
Xω− y

)
。通过矩阵求导与复合函数求导得出 ∂L

∂ω
。

该式为标量函数对向量的导数，可以用标量函数对矩阵的导数进行求解（加迹运算）。

2.4 投影定理

考虑到

Xω=
[

X1, X2, . . . , Xn

]


ω1

ω2

...

ωn

=
n∑

i=1
ωi Xi ∈Rm (36)
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根据投影定理，

y −Xω∗⊥span{Xi }n
i=1 ⇐⇒ (

Xi , y −Xω∗
)
Rm = 0, i = 1, . . . ,n (37)

由于，

(
Xi , y −Xω∗

)
Rm = X >

i

(
y −Xω∗

)⇐⇒


X >

1

X >
2
...

X >
n


(

y −Xω∗
)= 0 (38)

其中，
(

y −Xω∗
) ∈Rn。

即有，

X > (
y −Xω∗

)= 0 =⇒ X >y = (
X >X

)
ω∗ (39)

其中，X >X ∈Rn×n，且对称正定。

最后，可求得，

ω∗ =
(

X >X
)−1 (

X >y
)

(40)

所以，最小二乘的投影解法可看作是高维向量向低维空间的投影。图示如下：

图 1:最小二乘的投影理解

2.5 概率视角

当数据都在一条直线上时是最完美的情况，误差为 0。但现实中不可能出现这种情

况，因为数据都带有一定的噪声。
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假设噪声 ϵ ∼ N
(
0,σ2

)
，则有 yi = Xiω+ ϵ（Xi 为 X 的行向量），得到 yi | Xi ,ω ∼

N
(
Xiω,σ2

)
，即满足

p(yi | Xi ,ω) = 1p
2πσ

exp

(
−

(
yi −Xiω

)2

2σ2

)
(41)

注意到，由于数据分布 y独立同分布（IID），所以有

p(y | X ,ω) =
n∏

i=1
p(yi | Xi ,ω) = 1

(2π)n/2σn
exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(
yi −Xiω

)2

)

= 1

(2π)n/2σN
exp

(
−1

2
(y −Xω)>

(
σ−2I

)
(y −Xω)

) (42)

对照附录章节B.6.2中的多元Gaussian分布公式(140)，可知 y | X ,ω∼N
(

Xω,σ2I
)
。

若用极大似然估计（参照附录章节B.5）来估计参数ω，则可以令

L(ω) = log p(y | X ,ω) = log
n∏

i=1
p

(
yi | Xi ,ω

)
=

n∑
i=1

log

(
1p

2πσ
exp

(
−

(
yi −Xiω

)2

2σ2

))

=
n∑

i=1

(
log

1p
2πσ

−
(
yi −Xiω

)2

2σ2

) (43)

求得：

ω̂= argmax
ω

L(ω) = argmin
ω

n∑
i=1

(
yi −Xiω

)2 = argmin
ω

∥∥y −Xω
∥∥2

(44)

以上说明，最小二乘估计（LSE）⇔ Noise为Gaussian的极大似然估计（MLE），即

最小二乘估计隐含了一个噪声服从正态分布的假设。

进一步，若取先验分布ω∼N
(
0,σ2

0I
)
，再通过 Bayes公式（参照附录章节B.7）进行

最大后验估计。首先可以计算得知：

p(ω | data) = p(ω | X , y) = p(X , y |ω)p(ω)

p(X , y)
= p(y |ω, X )p(X |ω)p(ω)

p(y | X )p(X )

= p(y |ω, X )p(ω | X )

p(y | X )

(45)

或者

p(ω | data) = p(ω | X , y) = p(ω, y | X )

p(y | X )
= p(y |ω, X )p(ω | X )∫

p(y |ω, X )p(ω | X )dω
(46)
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注意以上相同的结果中，分母与参数 ω无关，且由于初始的 ω为先验产生，所以

p(ω | X ) = p(ω)，接着可以根据类似极大似然估计的方法得到ω的最大后验估计：

ω̂= argmax
ω

p(ω | data) = argmax
ω

p(y |ω, X )p(ω)

p(y | X )
= argmax

ω
log p(y |ω, X )p(ω)

= argmax
ω

(
log p(y |ω, X )+ log p(ω)

)
= argmax

ω

(
log

(
1p

2πσ

1p
2πσ0

)
−

∥∥y −Xω
∥∥2

2σ2
− ‖ω‖2

2σ2
0

)

= argmin
ω

(∥∥y −Xω
∥∥2 + σ2

σ2
0

‖ω‖2

)
(47)

观察上式结果，其与加了 L2正则化（权重衰减）的 Loss Function一致（防止过拟

合，增加对参数的惩罚项。此种回归算法也被称为岭（Ridge）回归）：

L(ω) = ∥∥y −Xω
∥∥2 +λ‖ω‖2 (48)

即正则化（Generalized）的最小二乘估计（LSE）⇔ Noise为Gaussian的 Bayes最

大后验估计（MAP）。

注 MLE 为概率学派常用的参数估计方法，MAP 为贝叶斯学派常用的参数估计方法。

MLE的思想是通过数据得到参数，其完全依赖于数据，若数据过少而特征过多，则很容

易出现过拟合。而MAP的思想是先给出一个预先估计，然后根据数据进行优化，这种

情况下若先验较为靠谱则效果显著。若数据量大的情况下，MAP与MLE将如出一辙。

2.6 Bayes线性回归

1. 推断（Inference）：

引入 Gaussian先验：p(ω) ∼N
(
0,Σp

)
。

对参数的后验分布进行推断（与前述类似）：

p(ω | data) = p(ω | X , y) = p(y |ω, X )p(ω | X )

p(y | X )
∝N

(
Xω,σ2I

) ·N (
0,Σp

)
(49)

Gaussian分布取 Gaussian先验的共轭分布依然是 Gaussian分布，于是可以得到后

验分布也是一个 Gaussian分布，有：

p(ω | X , y) ∝ exp

(
− 1

2σ2
(y −Xω)>(y −Xω)− 1

2
ω>Σ−1

p ω

)
(50)

假定最后得到的高斯分布为：N (µω,Σω)。对于上面的分布，采用配方法（对照多

元Gaussian分布公式(140)）来得到最终的分布，指数上面ω的二次项为：

− 1

2σ2
ω>X >Xω− 1

2
ω>Σ−1

p ω (51)
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于是有，

Σ−1
ω =σ−2X >X +Σ−1

p = A (52)

再考虑ω的一次项为：

1

2σ2
2y>Xω=σ−2 y>Xω (53)

于是得到：

µ>
ωΣ

−1
ω =σ−2 y>X ⇒µω =σ−2 A−1X >y (54)

2. 预测（Prediction）：

即给定一个 X ∗，求解 y∗。由于 f (X ∗) = X ∗ω，代入参数后验，根据附录章节B.6.2中

关于多元 Guassian分布性质的定理B.13，有 X ∗ω ∼N
(

X ∗µω, X ∗ΣωX ∗>)
，再添上

噪声项 ϵ∼N
(
0,σ2

)
可最终得到：

p
(

y∗ | X , y , X ∗)=∫
ω

p
(

y∗ |ω, X , y , X ∗)
p

(
ω | X , y , X ∗)

dω

=
∫
ω

p
(

y∗ |ω, X ∗)
p(ω | X , y)dω

=N
(

X ∗µω, X ∗ΣωX ∗>+σ2I
) (55)

14



3 优化问题

3.1 梯度下降

梯度下降算法为下列格式：

xn+1 = xn −α
∂

∂xn
L(xn) (56)

其中，α为梯度下降的学习率。对上式进行多次迭代，xn+1会趋于稳定值（从程序

角度来说，是两次迭代的数值差距小于一个微小量 ε）。

接下来，将对上述整个过程进行数学上的证明。

梯度下降的本质是降低 L(x)函数值的大小，直到稳定值。接下来将从这两方面开

始进行说明。第一，证明 L(x)函数值本身在下降；第二，函数值一定会下降到一个稳定

的数值。

证明. 将上述第一方面用数学语言进行描述，即，∃某一类条件，使得对于 ∀的 xn+1和

xn，

L(xn+1)−L(xn) < 0 (57)

根据拉格朗日（Lagrange）中值定理，对于函数 L(x)，存在 ξ ∈ [x, x +∆x]，满足以

下关系式，

L(x +∆x)−L(x) = L′(ξ) ·∆x, ξ ∈ [x, x +∆x] (58)

若∆x为一微小量，则上式蜕化成泰勒（Taylor）一阶展开式，用 xn+1和 xn来表示，

则有，

L(xn+1)−L(xn) = L′(xn) · (xn+1 −xn), |xn+1 −xn | < ε, ε→ 0 (59)

为保证 L(xn+1)−L(xn) < 0，即，

L′(xn) · (xn+1 −xn) < 0 (60)

由于 L′(xn)为一固定表达式，无法更改；当且仅当，

xn+1 −xn =−L′(xn) (61)
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满足条件。（注意 =条件，当且仅当 L′(xn) = 0）

考虑到 Taylor一阶展开式的限制条件，这里需引入一微小量 α，使得 xn+1与 xn 的

偏差不会太大。综合整理，得，

xn+1 = xn −α
∂

∂xn
L(xn) (62)

由于以上步骤完全可逆，各部分上下均为充分必要条件，所以，第一部分证明完毕。

即，证明了，当选取 xn+1 = xn −αL′(xn)时，L(xn+1)−L(xn) < 0。

证明. 接下来证明第二部分，即 x会趋于稳定值。

第一部分的证明可以看出，梯度下降算法使得 L(xn)一直下降。由于损失函数 L(x)

具有单最小极值点，所以 L(xn)会下降到函数的极值点处保持稳定，即当 xn → ∞时，
∀ε→ 0，使得 |xn+1 −xn | < ε。

即，损失函数 L(xn)会下降到一稳定数值，同时 xn也会收敛于某一数值（从程序编

写上来说，xn不需要到∞，一般到 10左右已经足够稳定）。证毕。
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4 习题集

例 4.1 (标量函数对向量求导问题) f = (
x>x

)2
，其中 x = [2,1,3]>为常数列向量，可知 f

为标量函数。现根据矩阵求导术计算 ∂ f
∂x。

例 4.2 (标量函数对矩阵求导问题) f = a X b>，其中 a = [1,2,3]为常数行向量，b = [2,1,3]

为常数行向量，X 是 3×3的矩阵，形式如下：

X =


1 1 1

1 2 1

0 1 2

 (63)

可知 f 为标量函数。现根据矩阵求导术计算 ∂ f
∂X。

例 4.3 (向量函数对向量求导问题) f = x>A，其中 x = [1,1,2]>为常数列向量，A是 3×3

的矩阵，形式如下：

A =


1 1 1

0 1 2

1 2 1

 (64)

可知 f 为行向量函数。现根据矩阵求导术计算 ∂ f
∂x。

例 4.4 (线性回归问题) l = ‖Xω− y‖2，求ω的最小二乘估计，即求 ∂l
∂ω 的零点。其中，

y =


1

2

3

 , X =


1 2

4 0

8 1

 , ω=
[

ω1

ω2

]
∈R2×1 (65)

解法一般有以下四种：

1. 将矩阵展开成单独的表达式，把每一个单独表达式的最小二乘误差加起来，再令总

误差对每一个参数进行求导，最终找出极值点，求解出每个参数数值；

2. 利用矩阵求导术求解出极值点的通项式，再令其为零向量，求解出参数数值；

3. 利用矩阵求导术的链式求导法则，建立计算流程求解；

4. 利用最小二乘法的几何意义，根据投影理论建立矩阵所满足的表达式进行求解。

请选用以上方法的起码 3种，写明详细的求解过程，和最终结果。

例 4.5 (*Bayes线性回归问题) 已知一元 Guassian分布的概率分布密度函数为：

f (x) =N (x;µ,σ) = 1p
2πσ

exp

(
− (x −µ)2

2σ2

)
(66)
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即随机变量 X 服从均值为 µ，方差为 σ2的 Gaussian分布。

多元Guassian分布的概率分布密度函数的向量值写法为（其中 x = [x1, x2, x3, · · · ]>）：

f (x) =N (x ;µ,Σ) = 1p
(2π)n |Σ| exp

(
−1

2
(x −u)>Σ−1(x −u)

)
(67)

即随机变量 X 服从均值为 µ，协方差矩阵为 Σ的多元 Gaussian分布。

且满足：Y = AX +b也服从多元 Gaussian分布（A为系数矩阵，b为系数列向量），

参数为 (Aµ, AΣA>)。

(1) 问题一：对于前述线性回归问题，假设存在噪声 ϵ∼N
(
0,σ2

)
，则有 yi = Xiω+ϵ（Xi

为 X 的行向量），得到 yi | Xi ,ω∼N
(
Xiω,σ2

)
，试证明：y | X ,ω∼N

(
Xω,σ2I

)
。

提示：数据分布 y独立同分布。

(2) 问题二：若用极大似然估计来估计参数ω，即可以令

L(ω) = ln p(y | X ,ω) = log
n∏

i=1
p

(
yi | Xi ,ω

)
(68)

试证明：此时 ω̂= argmax
ω

L(ω)的最终表达式，与线性回归的表达式 argmin
ω

∥∥y −Xω
∥∥2

完全一致。

(3) 问题三：进一步，若取先验分布 ω∼N
(
0,σ2

0I
)
，再通过 Bayes公式进行最大后验估

计，即通过 Bayes公式计算：p(ω | data) = p(ω | X , y)。

试证明：此时极大似然估计 ω̂= argmax
ω

(
ln p(ω | data)

)
的最终表达式，与如下加了

L2正则化（权重衰减）的线性回归表达式一致（防止过拟合，增加对参数的惩罚

项。此种回归算法也被称为岭（Ridge）回归）：

ω̂= argmin
ω

(∥∥y −Xω
∥∥2 +λ‖ω‖2

)
(69)

(4) 问题四：将如上 Gaussian先验一般化，令 p(ω) ∼N
(
0,Σp

)
。试通过配方法证明：此

时后验分布 p(ω | data) = p(ω | X , y)也服从 Gaussian分布N (µω,Σω)，且满足：

Σ−1
ω =σ−2X >X +Σ−1

p = A

µω =σ−2 A−1X >y
(70)

(5) 问题五：在反复后验得到最准确的模型参数ω后，给定一个 X ∗，预测 y∗。注意需添

加噪声项 ϵ∼N
(
0,σ2

)
。试证明：此时 p

(
y∗ | X , y , X ∗)∼N

(
X ∗µω, X ∗ΣωX ∗>+σ2I

)
。
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A 微积分相关

A.1 特殊函数

定义 A.1 (Γ函数的定义及其性质) 在区间 (0,∞)上，Γ函数被定义为

Γ(x) =
∫∞

0
e−t t x−1dt (71)

其满足如下基本性质

Γ(x +1) = xΓ(x) (72)

证明. 根据 Γ函数的定义，其性质可通过分部积分法直接证明：

Γ(x +1) =
∫∞

0
e−t t xdt =−

∫∞

0
t xd

(
e−t )

=− t xe−t
∣∣∞

t=0 +x
∫∞

0
e−t t x−1dt = xΓ(x)

(73)

进一步，根据

Γ(1) =
∫∞

0
e−t dt = 1 (74)

可得到重要的递推公式：

Γ(n +1) = n!, n = 0,1,2, · · · (75)

所以，Γ函数可看作阶乘运算在实数或复数域的拓展。当定义域取正整数时，Γ(n+1)

即为阶乘 n!。

注 需要指出，Γ函数在区间 (−∞,0]上没有定义（积分不收敛）。

例 A.1 求解 (1/2)!，即 Γ(3/2)。

(1/2)! = Γ(3/2) =
∫∞

0
e−tptdt =

∫∞

0
te−t 2

dt 2 = 2
∫∞

0
t 2e−t 2

dt (76)

通过分部积分（u = t ,dv = te−t 2
dt , v =−1

2 e−t 2
）继续计算：

(1/2)! = Γ(3/2) =− te−t 2
∣∣∣∞
0
+

∫∞

0
e−t 2

dt =
∫∞

0
e−t 2

dt (77)
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构造

I =
∫∞

−∞
e−x2

dx (78)

则有

I 2 =
∫∞

−∞
e−y2

dy
∫∞

−∞
e−x2

dx =
∫∞

−∞

∫∞

−∞
e−(y2+x2)dydx (79)

利用极坐标变换对上述二重积分进行求解（令 x = r cosθ, y = r sinθ,dydx = r dθdr）：

I 2 =
∫∞

0

∫2π

0
e−r 2

r dθdr = 2π
∫∞

0
r e−r 2

dr = −πe−u
∣∣∞
0 =π (80)

考虑到公式(78)的积分必然大于零，所以有 I =p
π。

从公式(77)继续计算，可得：

(1/2)! = Γ(3/2) =
∫∞

0
e−t 2

dt = 1

2

∫∞

−∞
e−t 2

dt =
p
π

2
(81)

20



B 概率论相关

符号体系：

X 为事件，当其存在不同结果时，被定义为随机变量。例如抛三个硬币，X 表示正

面朝上的个数。x为 X 的取值，例如 X 的可能值为 x1, x2, · · ·。

P (X )表示事件 X 的概率，p则为 P {X = x}中某个具体的概率数值。

B.1 离散型随机变量

定义B.1 (离散型随机变量) 若一个随机变量具有可数多个可能取值，则称这个随机变量

为离散型的。对于一个离散型随机变量 X，定义 X 的概率分布列 p(x)为

p(x) = P {X = x} (82)

定义 B.2 (期望) 期望刻画随机变量所有可能取值的加权平均：

µ= E [X ] = ∑
x:p(x)>0

xp(x) =
n∑

i=1
xi p(xi ) (83)

命题B.1 (随机变量函数的期望) 如果 X 是一个离散型随机变量，其可能取值为 xi , i ≥ 1，

相应的取值概率为 p(xi )，那么，对任一实值函数 g，都有

E
[
g (X )

]=∑
i

g (xi )p(xi ) (84)

证明. 将和号
∑

i
g (xi )p(xi )中具有相同 g (xi )数值的项合并。假设 y j ( j ≥ 1)表示 g (xi )(i ≥

1)的不同取值，则有∑
i

g (xi )p(xi ) =∑
j

∑
i :g (xi )=y j

g (xi )p(xi ) =∑
j

∑
i :g (xi )=y j

y j p(xi ) =∑
j

y j
∑

i :g (xi )=y j

p(xi )

=∑
j

y j P
{

g (X ) = y j
}=∑

j
y j p(y j ) = E

[
g (X )

] (85)

随机变量 X 的期望 E [X ]，也称为 X 的均值或一阶矩。E [X n](n ≥ 1)称为 X 的 n阶

矩。根据命题B.1可知：

E [X n] = ∑
x:p(x)>0

xn p(x) (86)

定义 B.3 (方差) 方差刻画随机变量的取值相对于均值的偏离程度：

σ2 = Var[X ] = E
[
(X −µ)2]= E

[
X 2]− (E [X ])2 (87)
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证明. 结合命题B.1，Var[X ] = E
[

X 2
]− (E [X ])2的具体证明过程如下：

Var[X ] = E
[
(X −µ)2]=∑

x
(x −µ)2p(x) =∑

x

(
x2 −2µx +µ2)p(x)

=∑
x

x2p(x)−2µ
∑

x
xp(x)+µ2

∑
x

p(x) = E
[

X 2]−µ2
(88)

B.1.1 伯努利（Bernoulli）随机变量

定义B.4 (伯努利（Bernoulli）随机变量) 一项试验，要么成功要么失败。每次成功的概

率为 p，则有

p(0) = p{X = 0} = 1−p

p(1) = p{X = 1} = p
(89)

则称 X 为伯努利（Bernoulli）随机变量。

Bernoulli随机变量的期望：E [X ] = p；方差：Var[X ] = p(1−p)。

B.1.2 二项随机变量

定义 B.5 (二项随机变量) 假设将 Bernoulli随机变量重复进行 n次，则称为参数是 (n, p)

的二项随机变量，可记为 X ∼B(n, p)，满足

p{X = k} = Ck
n pk (1−p)n−k =

(
n

k

)
pk (1−p)n−k (90)

图 2:不同参数下的二项随机变量概率分布

二项随机变量的期望：E [X ] = np；方差：Var[X ] = np(1−p)。
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B.1.3 泊松（Poisson）随机变量

定义B.6 (泊松（Poisson）随机变量) 当二项随机变量的n很大而 p很小时，泊松（Poisson）

随机变量可作为二项随机变量的近似，其中 λ为 np：

p{X = k} = λk

k !
e−λ, k = 0,1,2, · · · (91)

证明. 根据二项随机变量的概率公式(90)，有

p{X = k} = Ck
n

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k
(92)

注意到当 n →∞取极限时，有
Ck

n

nk
→ 1

k !
,

(
1− λ

n

)n

→ e−λ (93)

所以公式(91)得证。

Poisson随机变量的期望和方差均为 λ。

Poisson随机变量多出现在当 X 表示在一定的时间或空间内出现的事件个数这种场

合。在一定时间内某交通路口所发生的事故个数，是一个典型的例子。

设所观察的时间段为 [0,1)，取一个很大的自然数 n，把 [0,1)分为等长的 n段：

l1 =
[

0,
1

n

]
, l2 =

[
1

n
,

2

n

]
, · · · , li =

[
i −1

n
,

i

n

]
, · · · , ln =

[
n −1

n
,1

]
(94)

在每段 li 内，恰发生一个事故的概率，近似的与这段时间的长
1
n 成正比，可设为

λ
n，且各段是否发生事故是独立的，则 X 应服从二项随机变量B

(
n, λn

)
。此时的情形可用

Poisson分布进行计算。

B.2 连续型随机变量

定义 B.7 对于随机变量 X，若存在一个非负的可积函数 f (x)，使得对任意实数 x，有：

P {X < x} = P {X ≤ x} = F (x) =
∫x

−∞
f (x)dx (95)

则称 X 为连续型随机变量。其中 f (x)为 X 的概率分布密度函数。

从 −∞到∞，上述积分为总概率 1。无法计算单个 x的概率，只能计算区间概率。
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注 当提到一个随机变量 X 的概率分布，指的是它的分布函数。当 X 是连续型时，指的

是他的概率密度；当 X 是离散型时，指的是它的分布列规律。

定义 B.8 (连续型随机变量的期望) 可用与离散型随机变量类似的方法进行定义：

µ= E [X ] =
∫∞

−∞
x f (x)dx (96)

命题 B.2 (连续型随机变量函数的期望) 与离散型随机变量函数的期望类似：

E
[
g (X )

]=∫∞

−∞
g (x) f (x)dx (97)

定义 B.9 (连续型随机变量的方差) 连续型随机变量的方差与离散型随机变量完全一致：

σ2 = Var[X ] = E
[
(X −µ)2]= E

[
X 2]− (E [X ])2 (98)

B.2.1 高斯（Gaussian）分布

定义 B.10 (高斯（Gaussian）分布/正态分布) 若存在如下概率分布密度函数：

f (x) =N (x;µ,σ) = 1p
2πσ

exp

(
− (x −µ)2

2σ2

)
(99)

则称随机变量 X 服从均值为 µ，方差为 σ2的 Gaussian分布，记为 X ∼N (µ,σ2)。

公式(99)的证明详见附录章节B.6.1。

下面进一步证明：如果 X 是一个服从参数为 (µ,σ2)的Gaussian分布的随机变量，那

么 Y = aX +b也服从 Gaussian分布，且参数为 (aµ+b, a2σ2)。

证明. 假设 a > 0（a < 0时的证明类似），设 FY 为 Y 的分布函数，则有

FY (x) = P {Y É x} = P {aX +b É x} = P

{
X É x −b

a

}
= FX

(
x −b

a

)
(100)

其中 FX 为 X 的分布函数。求导可得 Y 的密度函数为

fY (x) = 1

a
fX

(
x −b

a

)
= 1p

2πaσ
exp

{
−

(
x −b

a
−µ

)2

/2σ2
}

= 1p
2πaσ

exp
{−(x −b −aµ)2/2(aσ)2} (101)

以上证明说明：如果 X 是一个参数为 (µ,σ2)的Gaussian随机变量，则 Z = (X −µ)/σ

是一个参数为 (0,1)的 Gaussian随机变量，即标准正态随机变量；反之亦然，即可通过

X =σZ +µ将 Z ∼N (0,1)转变为 X ∼N (µ,σ2)。
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一般将标准正态随机变量的分布函数记为Φ(x)。

下面再证明：一个参数为 (µ,σ2)的 Gaussian随机变量，E(X ) =µ，Var(X ) =σ2。

证明. 先计算标准正态随机变量 Z = (X −µ)/σ的期望和方差。由于

E [Z ] =
∫∞

−∞
x fZ (x)dx = 1p

2π

∫∞

−∞
xe−x2/2dx =− 1p

2π
e−x2/2

∣∣∣∣∞
−∞

= 0 (102)

因此，

Var(Z ) = E
[

Z 2]= 1p
2π

∫∞

−∞
x2e−x2/2dx (103)

通过分部积分（u = x,dv = xe−x2/2dx, v = e−x2/2）得到：

Var(Z ) = 1p
2π

(
− xe−x2/2

∣∣∣∞−∞+
∫∞

−∞
e−x2/2dx

)
= 1p

2π

∫∞

−∞
e−x2/2dx = 1 (104)

上式最后一步结果的得出可参考附录章节A.1中例A.1的计算过程。

由 X =µ+σZ 得到

E [X ] =µ+σE [Z ] =µ (105)

从而

Var(X ) =σ2 Var(Z ) =σ2 (106)

B.3 随机变量的联合分布

定义 B.11 若是离散型随机变量，则可以定义 X 和 Y 的联合概率分布列：

p(x, y) = P {X = x,Y = y} (107)

若是连续型随机变量，则可以定义 X 和 Y 的联合概率分布函数：

F (a,b) = P {X É a,Y É b} =
∫b

−∞

∫a

−∞
f (x, y)dxdy, −∞< a,b <∞ (108)

其中，函数 f (x, y)为 X 和 Y 的联合密度函数。
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B.3.1 联合分布的期望与协方差

命题B.3 (多元随机变量函数的期望) 如果 X1, · · · , Xn服从多元分布列 p(x1, · · · , xn)，则有：

E
[
g (X1, · · · , Xn)

]=∑
x1

· · ·∑
xn

g (x1, · · · , xn)p(x1, · · · , xn) (109)

如果 X1, · · · , Xn具有联合分布密度 f (x1, · · · , xn)，则有：

E
[
g (X1, · · · , Xn)

]=∫∞

−∞
· · ·

∫∞

−∞
g (x1, · · · , xn) f (x1, · · · , xn)dx1 · · ·dxn (110)

以下命题B.4和B.5即为在联合分布情况下关于期望性质的扩展。

命题 B.4 (随机变量和的期望) 对于随机变量 X1, X2, · · · , Xn，有

E

[
n∑

i=1
Xi

]
=

n∑
i=1

E [Xi ] (111)

证明. 以离散型随机变量为例，令 Xi (x)表示不同随机变量 Xi 的取值，可直接计算：

E

[
n∑

i=1
Xi

]
=∑

x
[X1(x)+X2(x)+·· ·+Xn(x)]p(x) =

n∑
i=1

[∑
x

Xi (x)p(Xi (x))

]
= E [X1]+E [X2]+·· ·+E [Xn]

(112)

注 二项随机变量的期望和方差即可根据命题B.4对 Bernoulli随机变量进行求和得到。

命题 B.5 (随机变量乘积的期望) 对于相互独立的随机变量 X1, X2, · · · , Xn，有

E

[
n∏

i=1
Xi

]
=

n∏
i=1

E [Xi ] (113)

证明. 以离散型随机变量为例，令 Xi (x)表示不同随机变量 Xi 的取值，可直接计算：

E

[
n∏

i=1
Xi

]
=∑

x
[X1(x) ·X2(x) · · ·Xn(x)]p(X1(x)X2(x) · · ·Xn(x))

=
n∏

i=1

∑
x

Xi (x)p(Xi (x)) = E [X1] ·E [X2] · · ·E [Xn]

(114)

定义 B.12 (协方差) 协方差刻画两个变量变化的相关性：

σXσY = Cov(X ,Y ) = E [(X −E [X ])(Y −E [Y ])] = E [X Y ]−E [X ]E [Y ] (115)

根据命题B.5，若 X 和 Y 相互独立，则协方差 σXσY = 0。
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定义 B.13 (协方差矩阵) 协方差矩阵刻画多个变量相关性的统一表达。假设随机变量为

X1, X2, X3, · · ·，期望分别为 µ1,µ2,µ3, · · ·，方差分别为 σ2
1,σ2

2,σ2
3, · · ·，则有：

Σ=σσ> =


σ1

σ2
...

σn


[
σ1 σ2 · · · σn

]
=


σ2

1 σ1σ2 · · · σ1σn

σ2σ1 σ2
2 · · · σ2σn

...
...

. . .
...

σnσ1 σnσ2 · · · σ2
n



=


E

[(
X1 −µ1

)2
]

E
[(

X1 −µ1
)(

X2 −µ2
)] · · · E

[(
X1 −µ1

)(
Xn −µn

)]
E

[(
X2 −µ2

)(
X1 −µ1

)]
E

[(
X2 −µ2

)2
]

· · · E
[(

X2 −µ2
)(

Xn −µn
)]

...
...

. . .
...

E
[(

Xn −µn
)(

X1 −µ1
)]

E
[(

Xn −µn
)(

X2 −µ2
)] · · · E

[(
Xn −µn

)2
]


= E

[(
X −µ

)(
X −µ

)>]
(116)

B.3.2 独立随机变量的联合分布

命题 B.6 (独立随机变量的和) 对于离散型独立随机变量 X 和 Y，X +Y 的分布列为：

P {X +Y = n} =
n∑

k=0
P {X = k,Y = n −k} =

n∑
k=0

P {X = k}P {Y = n −k} (117)

对于连续型独立随机变量 X 和 Y，X +Y 的累积分布函数为：

FX+Y (a) = P {X +Y É a} =
Ï

x+yÉa
fX (x) fY (y)dxdy =

∫∞

−∞

∫a−y

−∞
fX (x) fY (y)dxdy

=
∫∞

−∞

∫a−y

−∞
fX (x)dx fY (y)dy =

∫∞

−∞
FX (a − y) fY (y)dy

(118)

分布函数 FX+Y 称为分布函数 FX 和 FY（分别表示 X 和 Y 的分布函数）的卷积。

对上式(118)求导，可得 X +Y 的密度函数：

fX+Y (a) = d

da

∫∞

−∞
FX (a − y) fY (y)dy =

∫∞

−∞
d

da
FX (a − y) fY (y)dy

=
∫∞

−∞
fX (a − y) fY (y)dy

(119)

命题 B.7 (独立二项随机变量的和（卷积）) 如果 X ∼B(n, p)和 Y ∼B(m, p)，且 X 和 Y

相互独立，那么 X +Y 也服从二项分布，且满足 X +Y ∼B(n +m, p)。

命题B.8 (独立正态随机变量的和（卷积）) 如果 Xi (i = 1,2, · · · ,n)是 n个相互独立的随机

变量，且分别服从参数为 (µi ,σ2
i )的正态 Gaussian分布，则

n∑
i=1

Xi 也服从正态 Gaussian

分布，且参数为 (
n∑

i=1
µi ,

n∑
i=1

σ2
i )。
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以上命题B.7和B.8均可通过命题B.6进行计算证明。

B.4 极限定理

B.4.1 大数定律

定理B.9 (弱大数定律) 设 X1, X2, · · ·为独立同分布的随机变量序列，其公共期望 E [Xi ] =µ

有限，则对任何 ϵ> 0，有

P

{∣∣∣∣ X1 +·· ·+Xn

n
−µ

∣∣∣∣Ê ε

}
→ 0, n →∞ (120)

定理B.10 (强大数定律) 设 X1, X2, · · ·为独立同分布的随机变量序列，其公共期望 E [Xi ] =
µ有限，则下式以概率 1成立：

X1 +X2 +·· ·+Xn

n
→µ, n →∞ (121)

即也可表示为：

P
{

lim
n→∞ (X1 +·· ·+Xn)/n =µ

}
= 1 (122)

大数定律表明：独立同分布随机变量序列的均值以概率 1收敛到分布的均值。简单

来说，即在试验不变的条件下，重复试验多次，随机事件的频率近似于它的概率。

B.4.2 中心极限定理

定理 B.11 (中心极限定理) 设 X1, X2, · · · 为独立同分布的随机变量序列，其公共分布的均
值为 µ，方差为 σ2，则随机变量

X1 +·· ·+Xn −nµ

σ
p

n
(123)

的分布当 n →∞时趋向于标准正态分布。即对任何 −∞< a <∞，

P

{
X1 +·· ·+Xn −nµ

σ
p

n
É a

}
→ 1p

2π

∫a

−∞
e−x2/2dx, n →∞ (124)

中心极限定理表明：大量独立随机变量的和近似服从正态分布。

注 对于二项分布的随机变量，如果n足够大，那么分布的偏度就比较小。这种情况下，如

果使用适当的连续性校正，那么B(n, p)的一个很好的近似是Gaussian分布N (np,np(1−
p))。该结论即为棣莫弗-拉普拉斯（De Moivre - Laplace）极限定理（上述中心极限定理

的一个特殊情形）。

28



大数定律和中心极限定理的证明需要借助马尔可夫（Markov）不等式（只知道分布

的均值，导出概率上界）和切比雪夫（Chebyshev）不等式（只知道分布的均值和方差，

导出概率上界）。

B.5 极大似然估计（MLE）

用于根据观测数据和假设的概率分布推断最可能得模型参数值。

1. 根据假设的数据分布（如 Gaussian分布）写出似然函数（数据已知，评估参数）：

L(θ) = L(x1, x2, · · · , xn ;θ) =
n∏

i=1
p(xi |θ) (125)

其中，θ为模型参数，如 Gaussian分布中的 (µ,σ)。

2. 对似然函数取对数，并整理：

H(θ) = lnL(θ) = ln
n∏

i=1
p(xi |θ) =

n∑
i=1

p(xi |θ) (126)

3. 求导数，令其为 0，得到似然方程（需确保其二阶导数 < 0）：

θ̂ = argmax H(θ) (127)

4. 解方程，得到概率模型的参数估计。

B.6 Gaussian分布的证明

B.6.1 一元Gaussian分布

一元Gaussian分布公式的证明方法较多，比较直接的还是Gauss自己的推导：从 n

个观测值 (x1, x2, · · · , xn)中根据极大似然估计来估算真实的数值。

令第 i (1 ≤ i ≤ n)次测量误差为 ei = xi −θ。假设随机观测误差的概率密度函数为

f (e)，则似然函数为误差的联合概率密度函数，如下：

L(θ) =
n∏

i=1
f (ei ) =

n∏
i=1

f (xi −θ) (128)

对上式取对数，求导后令其为 0，则可得到似然方程：

n∑
i=1

f ′ (xi −θ)

f (xi −θ)
= 0 (129)
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记 g (x) = f ′(x)
f (x)，可简化为：

n∑
i=1

g (xi −θ) = 0 (130)

n次独立试验后，估计的真值应当趋近于观测值的算术平均数：

θ̂ = x̄ = 1

n

n∑
i=1

xi (131)

然而，想要结合公式(130)和(131)给出 g (x)的具体表达式并不现实。由于这里的观

测值是任意的，可以先随意构造一种简化的样本，如：

xn = nx, x1 = x2 = ·· · = xn−1 = 0, −∞< x <∞ (132)

此时有 θ̂ = x，代回公式(130)得到 (n − 1)g (−x)+ g ((n − 1)x) = 0。由于当 n = 2时，

g (−x) =−g (x)，说明 g (x)为奇函数。以上整理可知：

mg (x) = g (mx), −∞< x <∞, m = 0,1,2, · · · (133)

由于上式恒成立，唯一满足此式的连续函数即为 g (x) = ax（a为常数），则有

f (x) = ax f ′(x) → f (x) =C eax2
, C , a为常数 (134)

对上式进行正则化（概率密度函数 f (x)的积分为 1），令

I =
∫∞

−∞
C eay2

dy = 1 (135)

则有

I 2 =C 2
∫∞

−∞
eay2

dy
∫∞

−∞
eax2

dx =C 2
∫∞

−∞

∫∞

−∞
ea2(y2+x2)dydx (136)

利用极坐标变换对上述二重积分进行求解（令 x = r cosθ, y = r sinθ,dydx = r dθdr）：

I 2 =C 2
∫∞

0

∫2π

0
ear 2

r dθdr = 2πC 2
∫∞

0
r ear 2

dr = πC 2

a
ear 2

∣∣∣∣∞
0
=−πC 2

a
(137)

上式积分可积，必须要求 a < 0。进一步计算可得：

a =−C 2π→ f (x) =C e−C 2πx2
(138)

注意上式是观测误差的概率密度函数，也可以视为真值 θ = 0（即平均值 µ= 0）的

情形。为了求出剩余的唯一常数C，则需要进一步求解方差 σ2，并令其为 1（具体计算

见附录章节B.2.1中的计算证明），可最终得到（概率密度函数为正，去掉C 的负数解）

C = 1p
2π

→ f (x) = 1p
2π

e−
x2

2 =Φ(x) (139)

以上即为标准正态随机变量N (0,1)。

30



注 由于上述分析是在假设特殊样本情况下给出的，所以仅证明了 f (x)的形式是极大似

然估计和样本均值相等的必要条件。由于可以通过所求解出的 f (x)形式，代回似然方

程(129)证明仅存在唯一解 θ̂ = x̄，即公式(131)，所以充分必要性均可得到证明。

之后对于一般 Gaussian分布N (µ,σ2)的证明可回到附录章节B.2.1。

B.6.2 多元Gaussian分布

定理B.12 (高维（多元）Gaussian分布) Gaussian分布可推广至多变量的高维（多元）形

式，其中 x = [x1, x2, x3, · · · ]>为多元函数的向量值写法：

f (x) =N (x ;µ,Σ) = 1p
(2π)n |Σ| exp

(
−1

2
(x −u)>Σ−1(x −u)

)
(140)

证明. 假设随机变量 Z = [Z1, Z2, Z3, · · · ]>，其中 Zi ∼N (0,1)(i = 1,2, · · · ,n)，自变量为 z =
[z1, z2, z3, · · · ]>，即从标准正态随机变量开始，由一元函数向多元函数扩充。首先计算其
期望向量 µ和协方差矩阵 Σ：

u = [u1,u2, · · · ,un]> = 0, Σ=σσ> =


σ1

σ2
...

σn


[
σ1 σ2 · · · σn

]
= I (141)

以上表明 Z ∼N (0,I)，且随机变量 Z 中两两互为独立事件，进一步可知：

p (z1, · · · , zn) = p (z1) · · ·p (zn) =
n∏

i=1

1p
2π

·e−
1
2 ·(zi )2 = 1

(2π)
n
2
·e−

1
2 ·(z>z) (142)

且满足 ∫∞

−∞
· · ·

∫∞

−∞
p (z1, · · · , zn)dz1 · · ·dzn = 1 (143)

为了向一般多元 Gaussian分布进行推广，需要向满足任意 Gaussian分布的随机变

量 X 进行线性变换的构造（X ∼N (µ,Σ)），如下：

Zi = Xi −µi

σi
(i = 1,2, · · · ,n) → Z = A−1 (

X −µ
)

(144)

其中，矩阵 A为一个 n×n的方阵，具体元素与 σi (i = 1,2, · · · ,n)相关。虽然不太容

易给出其完整表达，但可以建立矩阵 A与随机变量 X 的协方差矩阵 Σ之间的关系：

Σ= E
[(

X −µ
)(

X −µ
)>]

= E
[
(AZ ) (AZ )>

]= E
[

AZ Z >A>]= AE
[

Z Z >]
A> = A A> (145)
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对上式两边取行列式，还可得到：

|Σ| = ∣∣A A>∣∣= |A|2 (146)

将线性变换关系式(144)代入(142)，并结合关系式(145)，可知：

p (z1 (x1, · · · , xn) , · · · ) = 1

(2π)
n
2
·e

− 1
2 ·

[
(A−1(x−µ))>(A−1(x−µ))

]

= 1

(2π)
n
2
·e

− 1
2 ·

[
(x−µ)>(A A>)−1

(x−µ)
]

= 1

(2π)
n
2
·e−

1
2 ·[(x−µ)>Σ−1(x−µ)]

(147)

考虑到

1 =
∫∞

−∞
· · ·

∫∞

−∞
p (z1 (x1, · · · , xn) , · · · )dz1 · · ·dzn

=
∫∞

−∞
· · ·

∫∞

−∞

(
1

(2π)
n
2
·e−

1
2 ·[(x−µ)>Σ−1(x−µ)]

)
|J |dx1 · · ·dxn

(148)

其中，|J |为线性变换(144)的 Jacobi行列式（换元积分），满足

J =
(
∂Z

∂X

)>
= A−1 →|J | = ∣∣A−1

∣∣= |A|−1 (149)

注意上式需使用章节1.2中所介绍的矩阵微分知识进行求解。

将公式(149)代回公式(148)并结合公式(146)，可得：

p (x1, · · · , xn) = 1

(2π)
n
2 |Σ| 1

2

·e−
1
2 ·[(x−µ)>Σ−1(x−µ)] (150)

上式考虑到 p (x1, · · · , xn)为正，所以公式(146)只取了正数解。

公式(150)所求得的 p (x1, · · · , xn)即为高维（多元）情形下的Gaussian分布函数 f (x)，

满足 X ∼N (µ,Σ)。

定理B.13 (多元Gaussian分布性质) 如果 X 是一个服从参数为 (µ,Σ)的多元Gaussian分

布的随机变量，那么 Y = AX +b也服从多元Gaussian分布（A为系数矩阵，b为系数列

向量），且参数为 (Aµ, AΣA>)。

该定理的证明可以结合附录章节B.2.1中的证明，以及矩阵的基本运算得出。
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B.7 贝叶斯（Bayes）公式

回顾大数定律：大样本统计下，发生的频率接近于真实概率——频率派。但是很多

事情并不一定有足够的样本，特别是新兴事物。

贝叶斯派：概率是主观值，取决于判断。

贝叶斯定理：

Hypothesis-H（想要知道概率的事件）

Evidence-E（掌握的新信息）

P (H | E) = P (E | H)

P (E)
×P (H) (151)

该公式可以用条件概率证明。

可以简单理解为（底层逻辑）：后验概率 =修正因子 ×先验概率。

实际使用中，更多需要将 P (E)分解为 H情形下和非 H情形下 E发生的条件概率之

和（也可以以积分形式表示为全概率），如下图所示：

图 3: Bayes公式的几何理解

上图还直观展示了各个概率的动态状态，即每部分的面积都可以是变动的。

该公式还可以理解为 TP
TP+FP，即统计概念中的准确率。

注 贝叶斯公式的本质（上层思维）是通过对想要知道概率的事件的先验判断，加上该

事件基础下发生新事件的条件概率，预测出现新事件后对该事件的更新概率判断。

新事件和想要知道概率的事件可能具有某种因果关系，也可能没有。以下列举几种：
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通过给定人物特征（知性、稳重等）推理属于农民还是图书管理员-弱因果；

通过今天升起蓝月亮判断明天太阳是否东升西落-无因果；

通过衣柜中发现女性内衣判断老公是否出轨-强因果。

贝叶斯推理三步走：

1. 先验（假设）；

2. 新数据/信息（证据），也称似然估计；

3. 后验。

之后进入重复迭代。

上述也可以理解为：大胆假设，小心求证，不断调整，快速迭代。

深入理解：

先验概率在后验概率中占了比较大的比重，就算出现了新的小概率事件，依然不会

“一棍子打死”，概率会慢慢下降；

但一次次迭代，不断出现反常识的新事件，后验概率也会逐渐降低；

先验不能走入极端，无论 0%（不依赖先验，非理性）还是 100%（过度依赖先验，

偏执），经过贝叶斯公式都不会更新后验概率。即要学会接受事件认知的不确定性。
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